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Vorrede. 



Die zahlreicben und vielseitigen seit langer Zeit an- 
gestellten Untersucliungen ül^er die ebenen Kurven dritter 
Ordnung von Newton, Maclaurin, Ciamer, Plüeker, 
Salmon, Cayley, Sylvester, Hesse, Äronhold, Clebscli, 
Poncelet, Chasles, Jonquieres, Moebius, Graßmann, 
Steiner, Oremona, Battaglini u. v. a., denen sich neuere 
Untersuchungen nach verschiedenen Eichtungen hin an- 
schließen von Hart, Em. Weyr, P. Serret, Milinowski, 
Küpper, Durege, Sehoute, Beye, Sturm, Zeuthen, 
Harnack u. a., finden sich zumeist als Monographien in den 
verschiedensten wissenschaftlichen Zeitschriften zerstreut und 
sind bisher nur in wenigen größeren Werken zusammen- 
gefaßt, welchen die analytisch -geometrische Methode der Be- 
handlung zu Grunde gelegt wird. Dies ist der Fall sowohl 
in dem Werke von G. Salmon: A treatise on the higher 
plane curves (Dublin 1852), deutsch bearbeitet von W.Fiedler: 
Analytische Geometrie der höheren ebenen Kurven (Leipzig 
1873), als auch in dem von H. Durfege herausgegebenen 
Werke: Die ebenen Kurven dritter Ordnung (Leipzig 1871), 
obwohl in letzteres mehrfach auch synthetische Betrachtungen 
eingeflochten sind, wahrend das auf synthetischer Grundlage 
entwickelte Werk von L. Cremona: Introduzione ad una 
teoria geometrica delle curve piane (Bologna 1862) die 
Kurve dritter Ordnung nur als ein Beispiel für die voraus- 
gehende allgemeine Theorie behandelt. 

Es erschien wünschenswert für diejenigen, welche zu- 
erst an das Studium der Kurven dritter Ordnung heraa- 
treten ohne andere Hilfsmittel, als die Bekanntschaft mit 
den Elementen der synthetischen Geometrie und den Haupt- 
eigenschaften der Kegelschnitte, eine naturgemäß sich an- 
schließende und einheitliche rein synthetische Darstellung 
jener höheren geometrischen Gebilde mit ihren hauptsäch- 
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licilsten und charakteristiechen Eigenschaften aus den ver- 
scliiedeaen Erzeug ungs weisen derselben abzuleiten, wozu hin- 
reichend Vorarbeiten vorhanden waren. 

Der Versuch einer solchen Darstellung wurde von dem 
Verfasser zuerst in einer Vorlesung an der hiesigen Uni- 
versität gemacht und führte dann zu der vollständigeren 
Ausarbeitung des vorliegenden Buches. Die darin gewon- 
nenen Resultate, welche verschiedenen Zeiten und verschie- 
denen Urhebern angehören, sind zum großen Teil schon 
Gemeingut der Wissenschaft geworden; die weniger bekann- 
ten Quellen, aus welchen die Darstellung schöpfte, sind an 
betreffender Stelle angegeben. Rücksichtlich der etwa feh- 
lenden Litteraturan gaben mag auf die oben genannten Werke 
von Salmon, Cremona und Durege verwiesen werden, 
sowie auf die kürzlich erschienene historische Monographie 
von Giuo Loria: II jiassato e il presenfce delle principali 
teorie geometriche (Torino 1887). 

Die Eigenschaften der Kegelschnitte, von welchen 
durch gehends der umfassendste Gebrauch gemacht wird, 
finden sich auseinandergesetzt in dem von dem Verfasser 
herausgegebenen ßuche; Jacob Steiners Vorlesungen über 
synthetische Geometrie, IT. Teil, „die Theorie der Kegel- 
schnitte, gestützt auf projektivisehe Eigenschaften" (Zweite 
Auflage, Leipzig 1876); wo auf dasselbe Bezug genommen 
ist, wird es kurz mit „Th. d. K." angeführt. Der Gang der 
Untersuchung geht aus der folgenden kurzen Inhaltsangabe 
hervor: 

Der Verfasser beginnt mit der Konstruktion der C'^' 
aus drei Paaren konjugierter Punkte derselben, von welcher 
Clebsch (Math. Ann. Bd. V, S. 422) erklärte, daß „sie an 
Einfachheit das Äußerste leiste", und deren Ursprung bei 
einer ausgearteten (7*^' in den Polareigenschaften des Kegel- 
schnitts sich findet. Aus ihr entspringt die Erzeugung der 
C'^' vermittelst zweier Strahleninvolutionen in projektiver 
Beziehung mid halb -perspektiver Lage, wodurch eine ge- 
legentUche Bemerkung Steiners bestätigt wird, „daß das 
eigentliche Wesen vieler Eigenschaften der Kurve dritten 
Grades vornehmlich auf der sogenannten Involution beruhe" 
(Grelles Journal für r. u. a. Math. Bd. 47, S. 6: Allgemeine 
Eigenschaften der algebraischen Kurven). Man geliuigt 
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Vorrede. V 

hiernacli ungezwungen sowohl ku der C-^' als Tripelkurve 
eines Kegelschnittnetzes, als aucli zu den Chasles sehen 
Er zeugnngs weisen vermittelst Kegels ehnittbüschel und Strabl- 
büachel oder zweier Kegelsehnifctbüschel in projektiver Ab- 
hängigkeit und besonderer Lage, da eine Strahle niiivolution 
auch nur ein Büsche! ausgearteter Kegelschnitte ist. Hieran 
reihen sich verschiedene Konstruktionen der (7'^' aus neun 
willkürlieh und unabhängig voneinander gegebenen Punkton, 
sowie der Hauptsatz (Schnittpunktsatz), welcher die Be- 
dingung zwischen den nenn Durehschuittspunkten zweier 
Kurven 3. 0. enthält nnd die Konstruktion des neunten not- 
wendigen Punktes einer Gruppe von neun associierten Punkten, 
von denen acht willkürlich gegeben sind. 

Die Tangentenquadrupel aus drei in gerader Linie 
liegenden Punkten der C'^> liefern eine eigentümliche Kon- 
figuration ihrer Berührungspunkte, sowie ihrer Durch- 
sehnittsp unkte und zeigen den Salmonschen Satz von dem 
konstanten Werte des Doppelverhältnisses eines Tangenten- 
quadrupels. 

Die ursprüngliche Erzeugung der C^* vermittelst zweier 
projektiver Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage 
führt nun zu der Einteilung der 6'('> in ihre zwei Haupt- 
gattungen (die einzügige und die zweizügige), sowie zu den 
acht verschiedenen Gestalten derselben, von denen drei der 
ersten und fünf der zweiten Gattung angehören unter 
Berücksichtigung der unendlich -entfernten Kurvenpunkte 
(Durege: „Über die Formen der Kurven dritter Ordnung", 
Borehardts Journal £ Math. Bd. 75, S. 153). Die Be- 
dingungen für die Erzeugung der verschiedenen Gestalten 
der C'^1 werden aufgesucht. Die Betrachtung des Tangenten- 
quadrupels aus einem Kurvenpunkte hatte schon zur ko- 
nischen Polare desselben geführt; die Erweiterung derselben 
zeigt uns das ganze Kegels cbnittjietz der konischen Polaren 
für sämtliche Punkte der Ebene und eröffnet den Einblick 
in die vielfach verschlungenen Polareigenschaften einer C'*' 
und den Zusammenhang unter den konischen und geraden 
Polaren mit den Polokonilien und dem begleitenden Kegel- 
schnitt. Hier treten auch die metrischen Beziehungen auf, 
welche bei Cremona den Ausgangspunkt bilden, von dem 
er zu den Polareigeuschaften der C'^' gelangt. Die aus- 
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gearteten Kegelschnitte des Netzes der konischen Polaren 
zeigen uns die Hesaesche und Cayleysehe Kurve, deren 
ZusammenhaJig schon bei der Einführung des Kegelsehnitt- 
netzes hervortrat. 

Die Hesse sehe Kurve hietet den unmittelbaren Anlaß 
zur Untersuchung der Wendepunkte einer C<", ihrer Kon- 
figuration und Realität, sowie der Lagenbeziehung ihrer 
harmonischen Polaren, Den Schluß der Untersuchungen 
bilden einerseits die Steinerschen Schließungsprobleme für 
die C^^, welche nach dem Vorgänge von Küpper und 
Sehoute eine synthetische Jjösung finden, und andererseits 
die von Steiner ohne Beweis angegebenen Eigenschaften 
von mehrpunktig die 6'<'> berührenden Kegelschnitten. Aus- 
geschlossen von der Betrachtung blieb vorläufig die Kurve 
dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt, sowie die Büschel 
von Kurven dritter Ordnung. 

Möge die Absicht des Verfassers, den Studierenden die 
vielen schönen Eigenschaften der Kurven dritter Ordnung 
ebenso leicht zugänglich zu machen, wie die der Kegel- 
schnitte, die Zustimmung der Fachgenosaen finden, und 
möge zugleich den Freunden synthetisch -geometrischer For- 
schung auf einem noch keineswegs erschöpften Arbeitsfelde 
Anregung und Stoff zu eigener Untersuchung, zur Vervoll- 
ständigung und Erweiterung der angestellten Betrachtungen 
dargeboten sein. 

Schließlich bleibt mir noch übrig, meinen Freunden, 
Herrn Professor Dr. H. Vogt und Herrn Dr. E. Toeplitz 
für die bei der Korrektur mir geleistete Hilfe meinen ver- 
bindlichsten Dank auszusprechen. 

Breslau, im April 1888. 

H. Sehroeter. 
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Theorie der ebenen KniTen dritter Ordnung. 



§ 1. Einleitende Hetraclitung. 

1. Man gelangt bekanntlicli zur Erzeugung des Kegel- 
sehnitts durch zwei projektive Strahlbüschel, indem man 
von einem ausgearteten Kegelschnitt, niimlicli einem Linien- 
paar, ausgeht in folgender Weise: Seien ( und g die beiden 
das Linienpaar bildenden Geraden and nimmt man auf l 
zwei beliebige Punkte SB und ^^ an, welche man durch 
Strahlen mit einem auf g veränderlichen Punkte £ verbindet, 
so erhält man in SS und 58i zwei projektive Strahlbüschel 

! ^E !, i ^iS I 
in perapektivcr Lage. Ist die Beziehung derselben durch 
die Perspektive Lage festgestellt und wird die letztere als- 
dann aufgehoben, so gelangt man zur Erzeugung des Kegel- 
sehnitta. 

2. In ähnlicher Weise kann man von einer ausgearteten 
Kurve dritter Ordnung, welche aus einem Kegelschnitt und 
einer Geraden zusammengesetzt wird, zur Erzeugung der 
allgemeinen Kurve dritter Ordnung gelangen. 

Sei ein Kegelschnitt W^ und eine Gerade g gegeben, 
und sei ^ der Pol der Geraden g in Bezug auf den Kegel- 
schnitt S^^>, dann wird aus dem Punkte ^ der Geraden ein 
Tangentenpaar an den Kegelschnitt gehen, welches in j; und 
j^ berühren möge; der Strahl j jj^ |, welcher beständig durch 
5ß geht, wird die Gerade g in einem Punkte L)^ treffen, 
und bei der Veränderung von \) wird sich sowohl das 
Punktepaar );g, als auch das Punktepaar g^^ verändern, 
ersteres auf dem Kegelschnitt, letzteres auf der Geraden. 
Das Punktepaar Q Q; beschreibt bekanntlich eine gerade 
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2 ThRorie der ebenen Kurven dritter Ordnung'. 

Punktinvolution, Das Pmiktepaar ^i\ liefert verbundeii 
immer einen durcK ^ laufenden Strahl; aucli umgekehrt 
bestimmt jeder durch 5ß gehende Strahl auf S?'^' ein Punlcte- 
paar jj;,, welches entweder reell oder konjugiert- imaginär 
sein kann. 

3. Bekanntlich heißen je zwei solche Punkte t)l)^ ein 
Paar konjugierter Punkte für den Kegelschnitt und be- 
sitzen außer der involutorisehen Eigenschaft auch die, daß 
wenn irgend ein Pnnkfc D des Kegelschnitts mit 1)1), ver- 
humlen wird, die Strahlen 

! Dt) ! und I DlJi : 
den Kegelschnitt ffi*^' in zwei neuen Punkten jj;, schneiden, 
deren Verbindungslinie durch ^ gehen muß. Wir wollen 
auch ein solches Pimktepaar Ji\ ein Paai' konjugierter 
Punkte nennen. 

4. Werden sie mit irgend einem Punkte D des Kegel- 
schnitts Torbunden, so bildet das Strahlenpaar 

Cj i, Dj, 
eine Strahleninvolution, welche entweder hyperbolisch oder 
elliptisch ist, je nachdem der Punkt ^ außerhalb oder 
innerhalb des Kegelschnitts ^^' liegt. Jedes Strahlenpaar 
einer solchen Strahleninvolution trifit aber auch die Gerade ff 
in einem Punktepaar t))^j der vorigen Punktinvolution. 

Hieraus folgt umgekehrt, wenn wir irgend ein Punkte- 
paar ^Iji auf g und irgend ein Punktepaar ):x.i auf S'-' 
nehmen, daß der Schnittpunkt 

auf dem Kegelschnitt ^^^ liegen muß; folglich muß auch 
der Schnittpunkt , , 

auf dem Kegelschnitt ^** liegen; und es müssen j und j^ 
wiedernm konjugierte Punkte sein, weil | ^!j | und \ %\)^[ in 
ä und j[ den K^^' schneiden. 

5. Femer wissen wir aus den Polareigenschaften des 
Kegelschnitts, daß wenn wir auf SS<^' zwei Punktepaare 
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@ 1. Einleitende Betrachtung, 3 

nelimeii, wo (jjj, s'e'j) ■= $ ist, die "beiden übrigen Diagonal- 
punkte des vollständigen Vierecks EJij'j'i 

auf g, der Polare yon ^, liegen müssen und ein Paar kon- 
jugierter Punkte siud. 

Femer wissen wir, daß wenn irgend ein Punkt @ der 
Geraden g mit dem Teränder liehen Paar konjugierter Punkte j J[ 
verbunden wird, das StraMenpaar 

©El, [ ®E, 
eine Strahleninvolution beschreibt, und zwar immer eine 
hyperbolische, weil die beiden Strahlen 
■ (j und I © Sp 1 
harmonisch getrennt werden durch das Strahlenpaar 

I ©E j und I e^i |. 
Ein solches Strahlenpaar sehneidet den S'^' aUemal in einem 
neuen Paar konjugierter Punkte. 

6. Diese bekannten Polareigenschaften aus der Theorie 
der Kegelschnitte zeigen uns für die besondere Kurve dritten 
Grades, welche in eiuen Kegelschnitt und eine Gerade aus- 
geartet ist, wie dieselbe aufgelöst wird in eine unendliche 
Menge von Paaren konjugierter Punkte, welche verteilt 
liegen teils auf dem Kegelschnitt, teils auf der Geraden; 
aus irgend zwei Punktepaaren, mögen sie der einen oder 
der andern Gruppe angehören, jji und t)t)i, folgt allemal 
durch kronzweises Verbinden ein drittes Punktepaar 

zwei konjugierte Punkte auf dem Kegelschnitt haben alle- 
mal die Eigenschaft, daß ihre Tangenten sich in einem 
Punkte der Geraden schneiden. 

Jeder Punkt sowohl des Kegelschnitts wie der Geraden 
sendet nach sämtlichen Paaren konjugierter Punkte Strahlen- 
paare, welche einer und derselben ihm zugehörigen StrahJen- 
involution angehören. 
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Da durcli zwei Sfcrahlenpaare eine Strahleninvolution 
vollstäitdig beetimnit ist, so erscheint unsere Kurve dritter 
Ordnung C^^i^img] als der Ort solcher Punkte X in 
der Eheno, ■welche nach drei Punktepaaren, die unabhängig 
voneinander gegeben sind, Strahlenpaare einer Involution 
senden. (Wir nennen drei Pnnktepaare unabhängig von- 
einander, die nicht die drei Paar Gegenecken eines voll- 
ständigen Vierseits sind.) 

7. Nehmen wir die zu zwei konjugierten Punkten £}£)^ 
zugehörigen Strahleninvolutionen, so lassen sich dieselben 
in Abhängigkeit voneinander setzen dadurch, daß wir immer 
zwei solche Strahlenpaare der beiden Involutionen einander 
entsprechen lassen, welche nach demselben Paar konjugierter 
Punkte JSi hingehen. Das .Gesetz dieser Abhängigkeit tritt 
schon hier hervor und wird später mher untersucht werden; 
die Kurve C*' erscheint dann als das Erzeugnis der beiden 
S tr ahleninvo luti o nen. 



§ 3. Erzeugung der C<=> durch Punktepaare. 

1. Nach der vorigen Betrachtung bietet sich jetzt die all- 
gemeinere Aufgabe dar: 

Es sind drei Punktepaare 

%%„ 95©,, ee, 

in der Ebene beliebig gegeben (welche nicht die drei 
Paar Gegenecken eines und desselben vollständigen 
Vierseits sind); es soll ein Punkt JE von der Beschaf- 
fenheit gesucht werden, daß die drei Strahlenpaare 

einer und derselben Strahleninvolution angehören. 
Punkte von der verlangten Beschaffenheit lassen sich zu- 
mchst in großer Menge ermitteln. 
Nimmt man den Schnittpunkt 
(?t5ß, 2(,S,), 
so besitzt er offenbar die geforderte Eigenschaft, denn von 
ihm aus gehen zwei Strahlenpaare, die identisch in eines zu- 
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g 2, Erzeugung der CW durch Punktepaare. 5 

n, nacii % und 2(^, nach S3 und ®i; das Strahlen- 
paar nach S und (S^ ist also ein zweites, welches zur Bestim- 
mung der Strableninvolution notwendig und hinreichend ist, 
2. In gleiclier Weise genügt der Schnittpunkt 
(StSBi, 31,58) 
der geforderten Bedingung, und hierzu treten noch die vier 
Punkte: 

Nennen wir die beiden neuen Punkte 

(S1S8, atiS8i)-S, (3l58i, 9[.«) = 3),, 
so sind 3l§i,, 35^,, ®®, die drei Paar Gegenecken eines 
vollständigen Yierseits; sie erscheinen also von jedem 
Punkte der Ebene aus gesehen unter drei Strahlenpaaren 
einer Involution, daher wird der Schnittpunkt 

auch der geforderten Bedingung genügen, nach 2131,, SÖS?,, 
S(5, Strahlenpaare einer Involution zu senden. Aus dem- 
selben Grunde genügt auch der Schnittpunkt 

der geforderten Bedingung. 

Da aber GS,, SSi, S®, die drei Paar Gegenecken 
eines vollständigen Vierseits sind, nach welchen jeder Punkt 
der Ebene Strahlenpaare einer Involution sendet, da femer 
auch StSli, SSj, ®5>^ die drei Paar Gegenecken eines andern 
vollständigen Vierseits sind, so muß ein solcher besonderer 
Punkt, welcher nach 3191,, ^^^, ©6, Sfcrahlenpaare einer 
Involution sendet, auch nach SS, und ®<S[ Strahlenpaare 
derselben Involution senden. Wir können also als Bedingung 
für die gesuchten Punkte der Ebene die ursprüngliche For- 
derung dahin umändern, daß wir verlangen Punkte zu er- 
mitteln, welche nach StSt,, SS©,, ®®, oder nach Siai,, SS, 
(S®, oder nach 9131,, KG,, S3®, oder nach ^035,, GS, 
G@, u, s, f. Strahlenpaare einer Involution senden, indem 
wir immer nur solche drei Punktepaare wählen, welche 
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Q Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung. 

nicht die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vie 
sind, weil für diese die Bedingung Yon selbst erfüllt wird. 

3. Wir können hiernach auch die Punktepaare 

und 

bestimmen und erkennen, daß solche Punkte X in der Ebene, 
welche nach %%^, i8^^, föSj Strahlenpaare einer Involution 
senden, auch nach ©Sj, %%i, @®i Strahlenpaare derselben 
Involution senden müssen. 

Wir können also an Stelle der ursprünglichen drei 
Punktepaare %%,, SSSBi, Sßi drei neue Punktepaare ®S)i, 
g5i) ®®i ''^tzen, ein Punkt S, welcher der' geforderten 
Bedingung genügt muß auch der neuen Forderung der 
Aufgabe gfnügen 

4. Diß die iiisprünglich gegebenen Punkte StSfj, iÖSSj, 
©ß^i selbst dei Fonlerung für den Punkt S genügen, ist 
eo ipso klar; denn nehmen vnv für X z, B. %, so bestimmen 
die beiden Strahlenpaare 

?158 1 und 1 St^i I; 1 2ie I und I 316, i 
eine Strahleninvolution, in welcher dem fünften Strahl | ^L^t, j 
ein bestimmter sechster, durch 31 gehender Strahl konjugiert 
ist; also genügt 9( der geforderten Bedingung und ebenso 
alle übrigen gefundenen Punkte. 

5. Durch diese sich endlos fortsetzende netzartige Ope- 
ration* gelaiigen wir zu immer neuen Punkten und Punkte- 
paaren, welche der geforderten Bedingung genügen und deren 
Anzahl sich unbegrenzt vermehren lälit. Wir können dem- 
gemäß durch bloßes fortgesetztes Ziehen von geraden 
Linien in unendlicher Menge diskret gelegene Punkte S 
des gesuchten Ortes ermitteln und uns schon dadurch ein 
Bild machen von dem Verlaufe der Punkte X. Da hierbei 
die Punkte immer paarweise auttreten, 3£ undS,, so wollen 
wir jedes solches Paar „konjugierte Punkte" des Ortes 

* Vergl. A. Clebselv: „Über zwei Erzeuganyisavteu der ebenen 
Kurven dritter Ordnung", Math. Annalen, Bd. V, 8.422. 
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üeDnen, wie S)5)^, ffi^i, 55ij ®®i !!■ s- w. (wir werden so- 
gleicli die charakteris tische Eigensciiaft eines Paares kon- 
jugierter Punkte kennen lernen). Wir sind zu dieser Be- 
nennung bereclitigt, weil die beiden konjugierten Punkte 
eines Paares untereinander vertausebbar sind wogen der 
Vertausehbarkeit konjugierter Strahlen einer Strahlen- 
involution. 

Wir sphen femer ans dem obigen Prozeß, daß jeder 
Punkt K des gesuchten Ortes die Eigenschaft besitzen muß, 
nicht bloß nach ^%^, S5®i, S£i, sondern nach sämtlichen 
Paaren konjugierter Punkte, welche durch die obige Konstruk- 
tion gefunden werden, Strahlenpaare einer und derselben 
Strahleninvolution zu senden. Wir nennen diese Strahlen- 
involution die dem Punkte j£ zugehörige Strahlen- 
involution, welche schon durch zwei Strahlenpaare be- 
stimmt wird, von der wir aber weitere in beliebiger Menge 
herstellen können, 

6. Haben wir in der angegebenen Weise irgend ein 
Paar konjugierter Punlite des Ortes 
X und 3:^ 
ermittelt, so wird die zu S zugehörige Strahleninvolution 
z. B. durch die Strahlenpaare 

I ÄS( I und 1 ^i'ä, I; 13ea5 I und | ^iß, | 
bestimmt; ziehen wir nun den fünften Strahl 

SS. !, 
so muß sein konjugierter Strahl in der Strahleninvolution 
von S aus durch den zu ^^ Itonjugierten Punkt gehen; 
dieser ist aber X seihst, also wird dieser sechste Involutions- 
sfcrahl ] 3£S 1 die Tangente des gesuchten Ortes in dem 
Punkte 3£. 

7. Wir sind hiemach im stände in jedem Punkte des 
gesuchten Ortes die Tangente zu konstruieren, indem wir 
zu fünf bekannten Strahlen einer Strahleninvolution den 
sechsten In vohitions strahl ermitteln, was bekanntlicli in 
linearer Weise geschehen ](anii. 
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Bezeichnen wir die Scimittpunkte 
(■est,, K;S)=-a, 
(■eSS^, 1,91) ^fi, 

(ab, S[«) = §, i^i, SSa) = S„ 
(ob, at,58,) = §i, (?[,a, ©16) = 3E, 
so ist I cE§ I = ( die Tangente in X und | 3£i§i | = ^1 die 
Tangente in Xj, denn die drei Paar Gegenecken des voU- 
stäiidigen Vierseits 

\%l', ] StSS I, ! a58 I, lab] 
werden von 36 aus unter einer Stralileninvolution gesehen, 
und ehenso werden die drei Paar Gegenecken des t oll- 
ständigen Vierseits 

i St^a I, 1 91,58^ I, I m, ], I ba 1 
von 3:, aus unter einer Stralileninvolution gesehen. 

Nennen wir den Schnittpunkt der beiden Tangenten t 
und t^ in den konjugierten Punkten S und Kj 

so erkennen wir sofort die charakteristische Eigenschaft 
eines Paares konjugierter Funkte. Denn zwischen irgend 
fünf Punkten: v v tj; w 5« 

gilt immer die identische Beziehung unter den Doppel- 
verhältnissen*: 

1) ^[SliSBiSiS] . -ej^t.SiSX] . ^[9t,«,XXj - 1. 
Ebenso zwischen den fünf Punkten; 

die identische Beziehung 

2) X[3lS3eiS] .Si[?l583;S] .X[9158XKJ =1. 

* Der Nachweis für die Möhiusache Beziehung (Barjcentr, 
Kalkül S. 257) kann bo geführt werden: 

Sind a, 6, c,b, e irgend fünf Punkte in der Ebene, und beaeiclinet 
man die Schnittpunkte 

(,6c,be) = a,, (cn, be) = b,, (a6, be) = c,, 
BO gilt für die fünf Punkte der Geraden ] be ' die bekannte Identität 
Bwischen den Doppel Verhältnissen 

(bEb,c,).tbec,a,).(ben,b.) = i. 
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Wegen der beiden den Punkten S und X, zugeiiorigen 
StrahleniuYolutionen haben wir aber: 

daher ergiebt sich ans den Beziehungen 1) und 2) die dritte: 

■woraus folgt, daß die drei Strahlenpaare 
|X5l| und ]X2(,|, iXSBI und |X58, 1, 1 XS l und | 5;Ki | 
einer Strahleninvolution angehören, also der Punkt % dem 
gesuchten Orte angehören muß. Wir seliÜeßen hieraus: 

Die Tangenten in zwei konjugierten Punkten des 
Ortes haben ihren Schnittpunkt selbst auf dem Orte. 

Dies ist die chariikfceristische Eigenschaft für zwei kon- 
jugierte Punkte des Ortes. 

8. Daß der gesamte Ort aller Punkte S von der verlangten 
Beschaffenheit eine Kurve dritter Ordnung C'^* sein wird, 
geht schon daraus hervor, daß wir unzählig viele gerade 
Linien finden können, deren jede drei Punkte des Ortes 
enthält. Der Nachweis, daß auf jeder beliebigen Geraden 
in der Ebene im allgemeinen drei Punkte des Ortes ent- 
halten sind, wird später geliefert. 

Zunächst können wir noch auf jeder Verbindungslinie 
zweier konjugierter Punkte, z. B. auf | 2t3ti | noch einen 
dritten Punkt des Ortes ermitteln; denn wäre ein solcher 
irgendwo auf ] %%^ \ vorhanden, so müßte für die ihm zu- 
gehörige Strahleninvolution der Strahl | StSl^ | ein Doppel- 
strahl sein; die Involution selbst müßte also eine hyperbolische 
sein und die beiden Doppelstrahlen müßten jedes Paar kon- 
jugierter Strahlen harmonisch trennen. Ziehen wir also 

Projizieren wir nun diese dreiDoppelverhältnisae, das erste von a, 
das zweite von 6, das dritte von c aua, so erhalten wir die Doppel- 
verhältniase der drei Strablbüschel 

o[l}e6c3.6[beca].c[bea6J = l, 
wo a[tieBc] daa Doppelverlrältnis der vier StraUen jab|, |ae|, _ab\, 
\ ac i bedeutet u. s, w. 
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j 93^, ] und suchen zu dem Selinittpunlit (%%„ 'im,) den 
zugeordneten vierten harmonischen PunJtt röclt sichtlich des 
andern Paares ®B,, so müßte durch diesen vierten hiir- 
monisehen Punkt der zweite Doppelstralil hindurchgehen. 
Machen wir dasselbe mit dem Punktepaar SS,, suchen also 
zum Schnittpunkt (9[?t^, 6£j) den zugeordneten vierten 
harmonischen Punkt rücksichtlich des Paares ßE^, so müßte 
auch durch diesen der zweite Doppelstrahl der gesuchten 
hyperbolischen Strahleninvolution hindurehgeiien. .Die Ver- 
bindungslinie der beiden gefundenen vierten harmonischen 
Punkte trifft also j SlSIj | in einem Punkte 2[j welcher offen- 
bar dem Orte angehört und der gesuchte di-itte Seimittpunkt 
der Geraden | 9131^ j mit der Ortskurve ist. 

Wir haben zugleich die dem Punkte %, zugehörige hyper- 
bolische Strahleninvolution gefunden, deren einer Doppelstrahl 
I %%, I ist. Auf dem andern Doppelstrahl müssen daher säratr 
liehe vierte harmonische Punkte liegen, die in gleicher Weise 
für jedes Paar konjugierter Punkte ^Xj konstruiert werden, 
wie vorhin für 58S8, und ©Sj. Wir erhalten dadurch den Satz: 
Die festgehaltene Verbindungslinie zweier kon- 
jugierten Punkte I 9[9(i ] wird von sämtlichen Ver- 
bindungslinien I ,^3:'i I eines veränderlichen Paares 
konjugierter Punkte in Punkten getroffen, zu 
welchen die zugeordneten vierten harmonischen 
Punkte rück sichtlich des Paares XS^ ermittelt 
werden; diese vierten harmonischen Punkte liegen 
sämtlich auf einer geraden Linie l, die ] %%, \ in dem 
dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie | ?t?t, | 
mit der Ortskurve trifft. 

9. Ist auf diese Weise der Punkt %, gefunden, so er- 
halten wir seinen konjugierten Punkt % dadurch, daß wir 
in der Strahleninvolution, welche durch die Strahlenpaare 

I %^ I und I StSöj ], I 91® 1 und 1 «ß. | 
bestimmt wird, den konjugierten Strahl zu | ?t2!^i | is ] %%^ | 
ermitteln, d. h. die Tangente in % oder | %% ]; zweitens 
wird in der durch dii^ beiden Strahlenpaare 
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§ 3. BtKeugung der OPI duroli zwei StralileiiiiiTolutionei! etc. W 
I %Sd I und I 3(,ia, I, I 'ä.tS I imd I St,G, I 
teatimmten Strahleninvolution der konjugierte Strahl an 
1 gti^i I -^ I 9(,Sl 1 ermittelt, d. h. die Tangente in ^Ä, oder 
i %% I; der Sehnittpuntt % der beiden Stralilen | 91^ ] und 
I %j^% \ ist der gesuchte konjugierte Punkt zu %i. 

Wir finden also das vorige Resultat {7.) wieder und 

Der Schnittpunkt der beiden Taugeuten in zwei 
konjugierten Punkten des Ortes liegt selbst auf 
dem Orte und ist der konjugierte Punkt zn dem 
dritten Schnittpunkt, in welchem die Verbindungs- 
linie der beiden konjugierten Punkte der Ortskurvo 
moeh begegnet. 

Diesem dritten Schuittpunlite gehört allemal eine byper- 
bolisehe Strahleninvolution zu, deren einer Doppelstrahl [ ^ISt^ | 
ist, während der andere Doppelstrahl l alle jene oben kon- 
struierten vierten harmonischen Punkte enthält (8). 



§ 3. Erzeugung der C'*' dxirch zwei Strahleninvolutioneu 
in projektiver Beziehung und hall)perspektiver Lage. 
1. Wir haben bia jetzt Punkte imd Punktepaare der 
Kurve C' in beliebig großer Menge ermittelt, aber jedes 
neugefuüdene Panktepaar liegt infolge des angewendeten 
Prozesses getrennt von den früheren Paaren; wir erhalten 
daher immer nur diskret liegende Punkte der Ortskurve, 
in denen wir auch die Tangenten konstruieren kömien; es 
fehlt uns aber noch eine Konstruktion, welche den kontinuier- 
lichen Verlauf der Punkte der Ortskurve C^' zu veranschau- 
lichen vermag. Hierzu führt uns folgende Betrachtimg: 

Schneiden sich die Verbindungslinien der beiden Paare 
konjugierter Punkte S(?[^ und j£^, in dem Punkte 

im,, -exo-j; 

und sei jJi der ku )." zugeordnete vierte harmonische Punkt 
rücksichtlich des Pattres Xä;,, also der Wert des Doppel- 
verhältnisses 



y Google 



12 Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung. 

SO läuft, wie wir wissen (§ 2, s), "bei Veränderung dos 
Paares 3£c£| der Punkt f[ auf einer Geraden l und beschreibt 
eine gerade Punttreibe; die beiden Strablen 

I aj, 1 und j a,5, 1 

bescbreiben also zwei perapektiv liegende Strahlbttseliel, 
wäbrend die Strahlenpaare 

I SIX I, I 2tX, ] und I 2t,=e I, I %I, I 
die beiden den Punkten 5C und St, zugehörigen Strahieu- 
involutionen beschreiben. 

Die von dem Strahlenpaare | 9IS |, | 9lj£i | beschriebene 
Strahleninvolution steht aber in engem Zusammenhange mit 
dem von dem einfachen Strahl | ^5, ] beschriebenen Strahl- 
büschel, nämlich ]Stji| ist allemal der zu IStStiEl zugeordnete 
vierte harmonische Strahl rücksichtlich des Strahlenpaares 
1 St3E I, 1 StXi ]. Zu jedem Strahlenpaar der Strahleninvolution 
gehört ein einziger bestimmter Strahl des Strahlbüsehels ; 
aber auch umgekehrt zu jedem Strahl des Strahlbüschels 
ein einziges bestimmtes Strahlenpaar der Strahleninvolution; 
um dies zu finden, bedürfen wir nur der bebannten Aufgabe: 
„Für zwei konzentrisch liegende Strableninvolutionen (deren 
eine hyperbolisch ist) das gemeinschaftliche Strahlenpaar zu 
finden" (Th. d. K. S. 58). 

Diese Abhängigkeit der beiden Gebilde (der Strahlen- 
involution und des Strahlbüschels) tritt noch deutlicher her- 
vor durch folgende Hilfskonstruktion; 

Denken wir uns durch St einen Kegelschnitt gelegt, 
welcher die Tangente | S(X | in 91 berührt, so durchbohrt jedes 
Strahlenpaar | 913t |, | St^i | der Strahleninvolution den Kegel- 
schnitt in dem Punttepaar t)t)i, und die Durchbohr ungs sehne 
|t)t)|| läuft durch einen festen Punkt Iß, durch welchen 
auch der Strahl | •&%, \ hindurchgeht, weil | %% \ und | %% \ 
ein Strablenpaar der Involution bilden, Ist p die Polare 
von ^ in Bezug auf den Hilfskegelachnitt und schneidet 
1 t)5i| dieselbe in j, so sind R^j^ßä vier harmonische Punkte, 
folglich I St^ 1, I 9tV)i I, 1 9t^ I, 13Iä| vier harmonische Strahlen, 
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also auch | StS I, | 313:, 1, ] SCSI, |, \^l\ solche, mithin geht 
I 3tj j durch J,. Das von 1 ^'l)^ ] beschriebene Strahlbüschel (?ß) 
liegt mit dem von | Sl^, ] beschriebenen Strahlhüschel per- 
spektiv (der Perspektive Durchschnitt ist ji), und nun liefert 
jeder Punkt j der Geraden p entsprechende Elemente der 
beiden Gebilde, nämlich den Strahl 1 Stj | = | Stj, | des Strabl- 
büachels und das Strahlenpaar ] Sil) |, l^t^il oder was das- 
selbe ist I S[i£ 1, l^l^il der Strahleniiivolution. 

Wir reduzieren durch diese Hilfskonstruktion die Strahlen- 
involution [%'] auf ein einfaches Strablbßschel (?(5), welches 
immer mit dem von | Stji | beschriebenen Strahlbüschel pro- 
jektiv istj wie wir auch den Hilfskegels ehnitt wählen mögen. 
Wir nennen demgemäß auch zwei Strahleninvolutionen pro- 
jektiv, wenn die Strahlbüschel, auf welche sie reduziert 
werdpn können, projektiv sind. 

Nehmen wir daher die beiden den Punkten SC und Sl, 
zugehörigen Strahleninvolutionen, so sind die Reduktiona- 
büacbel derselben mit den von | ?l E, | und ] 5t, J, | beschriebenen 
Strahlbüscheln projektiv, und da diese perspektiv liegen, weil 
E, auf der Geraden l sich bewegt, so sind die beiden Strahlen- 
involutionen [%] und [9lj] seibat projektiv. 

Durch diese projektive Beziehung der beiden Strahlen- 
involutionen wird jedem Strahlenpaar der einen ein einziges 
bestimmtes Strahlenpaar der andern zugeordnet, und solche 
entsprechende Strahlenpaare achneiden sieh nicht bloß in 
dem einen Punktepaar S^i, sondern gleichzeitig noch in 
einem zweiten Punktepaar ^^j, welche beide als konjugierte 
Punkte dem Orte angehören. Daß das zweite Punktepaar ^^i 
auch ein Paar konjugierter Punkte der Ortskurve ist, folgt 
aua der Vier Seitskonstruktion (§ 2). 

2. Die beiden projektiven Strahleninvolutionen \%] und 
[3(,] befinden sieh in der eigentümlichen Lage, daß dem 
StraUenpa^r ^ ^^^ ^ ^^^ ^ ,,j ^ 

das StaUenpaar ^^^^^ ^^^ ^ ^^^ 

entspricht, weil die beiden Perspektiven Strablbüschel \ %%, ] 
und I StiJil in der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte zwei 
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entsprechende Strahlen vereinigt haben. Es fallen also in diu 
Verhindnngslinie der Mittelpunkte beider projektiven Strablen- 
invohitionen von zwei entsprechenden Strahlenpaaren je ein 
Strahl zusammen; wir bezeichnen demgemäß diese Lage als 
halbperspektive Lage der beiden projektiven 
Strahleninvolutionen und können nunmehr die Orts- 
kurve C** auffassen als Erzeugnis zweier projektiven Strahlen- 
involutionen in halbperspektiver Lage, indem immer die 
Durclischnittspunkte entsprechender Strahlenpaare zwei 
Punktepaare der Ortsknrve C' liefern* 

Die C<^' wird hiernach in kontinnierlicher Weise erzeugt, 
indem wir ein Strahlenpaar kontinuierlich, die eine Strahlen- 
involution durchlaufen lassen, wodurch auch das entsprechende 
Strahlenpaar kontinuierlich die andere durchläuft. Die oben 
ausgeführte Hilfskonstruktion vermittelst eines Kegelschnitts, 
der in % und Stj die beiden Geraden | %% | und | Sti^^ | be- 
rührt, giebt uns ein bequemes Mittel an die Hand, indem 
wir den veränderlichen Punkt j;^ die Gerade l kontinuierlich 
durchlaufen lassen, entsprechende Strahlenpaare in beliebiger 
Menge herzustellen und dadurch die ganze Kurve C^' in 
ihrem Verlaufe zu konstruieren. 

3. Zu dieser Ei7Pugung der C^' durch zwei projektive 
Strahleninvolutionen m halbperspektiver Lage gelangen wir 
auch auf folgende Weise 

(Jehen wir von den drei Paaren konjugierter Punkte 

aus, so kbimen wir ein vollständiges "Vierseit bilden aus 
den vier Geraden 

1 SS I, l^l^il, I Si® I, 13^,1^,1 
und die ganze Schar von Kegelschnitten, welche diese vier 
Geraden zu gemeinschaftliehen Tangenten haben. Alle Tan- 
gentenpaare aus einem festen Punkte an die Kegelschnitte 
einer Schar bilden bekanntlich eine Strahleninvolution, der 

* Vergl. des Veriaaaers Abhandlung: „Über eine besondere Kurve 
dritter Ordnung nnd eine einfache ErKeugnn^art der allgemeinea Kurve 
dritter Ordniiiig". Math. Annalen, Bd.V, S. 50%. 
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insbesondere auch die drei Strahl enpaai'e angehören, welche 
7on dem festen Punkte nach den drei Paar Gegenecken des 
vollständigen Vierseits hingehen (von denen ®58^ und Sß^ 
zwei Paare sind). Ist nun Sl*** ein beliebigem Kegelschnitt 
der Schar, so wird das Tangentenpaar aus 31 an depselben 
der Strahleninvolution angehören, welche durch die Strahlen- 
paare j ^jj^ j ^^^^ I ^^g^ ^^ I ^g. ^ ^^^^ I g^g^ j 

bestimmt wird, und das Gleiche gilt von dem Tangenten- 
paar, welches aus St^ an den Kegelschnitt S'*' geht. Durch 
Veränderung desselben in der Kegel Schnitts char erhalten 
wir also in 9t und 9ti zwei Strahleuinvolutionen, die in der 
Abhängigkeit voneinander stehen, daß immer entsprechende 
Strahlenpaare Tangentenpaare aus 31 und 9([ an denselben 
Kegelschnitt SE'^' der Schar sind. 

4. Unter den Kegelschnitten der Schar giebt es einen 
und nur einen einzigen, welcher die fünfte Gerade |3t9lj| 
berührt; von den beiden Tangentenpaaren, welche aus 91 und 
SK^ an diesen besonderen Kegelschnitt der Schar gehen, fallen 
zwei Strahlen in | 3I5(i ] zusammen. Die Strahleninvolutionen 
[?t] und [91,] befinden sich also in halbperspektiver Lage. 
Die beiden Strahleninvolutionen [91] und [%] befinden sich 
aber auch in projektiver Beziehung; denn bezeichnen wir 
die Gerade 1 '^%^ 1 =. a, 

so liegen bekanntlich die Pole der Geraden a in Bezug auf 
sämtliche Kegelschnitte der Schar mii einer Geraden «^ und 
bilden eine gerade Punlitreihe j\, welche zu den Kegelschnitten 
der Schar in projektiver Abhängigkeit steht. Ist also ^^ der 
Pol von a in Bezug auf S**', so liegt ^i auf a^ und das Tan- 
gentenpaar aus 91 an S<" wird harmonisch getrennt durch 
das Stahlenpaar | 9[9t, | = « und 1 S[i\ ]. Durchläuft m die 
Kegelschnittsebar, so durchläuft j;, die gerade Punlitreihe 
auf ß,, und | 9t Ji | beschreibt ein einfaches Strahlbüschel, 
welches projektiv ist mit der Sti-ahleninvolution, die von 
den Tangentenpaaren aus 91 an die Kegelschnitte der Schar 
gebildet wird (3.). Das Gleiche gilt von der Strahlen- 
involution fUr 9ti, und da die beiden von 
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la&l «nii l«,s,l 

beschriebenen Strahlbüschel perspektiv liegen, so stehen 
auch die beiden Involutionen [St] und [9tj] in projektiver 
Beziehung. 

Das Erzeugnis dieser beiden Strahleninvolutionen [9i] 
und [^ij in projektiver Beziehung und halbperspektiver 
Lage ist nun in der That unsere Kurve C^'; denn sei 
das Taugeutenpaar aus 91 an ^'^': t und (', 
V „ % ,y ^'": h und t\ 

und bezeichnen wir die Schnittpunkte 

(H,)-a;, (h;)-8. 

(('<)- S., (i.f')-B„ 

so gehen aus S zwei Strahlen t und \ nach % und %j^, 
die der Strahleninvolution angehören, welche durch die 
Strahlenpaare 

j XS I und I S^B, I, I Se I und I 3e©, I 
bestimmt wird; es genügt also S den Fordervmgen der Auf- 
gabe (I 2, 1.) und ebenso Sj, |} und 3)i; diese Punkte gehören 
also dem gesuchten Orte C^^' an. 

Die Gerade a^ ist nichts anderes als die von uns früher 
mit l bezeichnete Gerade (§ 2,8.), welche die projektive 
Beziehung der beiden Strahleninvolutionen [31] und \%^ 
vermittelt. 

Wir können also folgenden Satz aussprechen; 
Wenn man eine Kegelschnittschar von vier ge- 
meinschaftlichen Taugenten 1 586 |, 1 ^SS, 1, 1 SS,S |, 1 93,©,! 
hat, und mau legt von zwei festen Punkten {% und 
91,) jedesmal die Tangentenpaare au einen und den- 
selben Kegelschnitt der Schar, so durchschneiden 
sich dieselben in zwei Punktepaaren, deren gesamter 
Ort für alle Kegelschnitte der Schar eine C^^'> ist. 

Was hier für die beiden Mittelpunkte %%^ der er- 
zeugenden Strahleninvolutionen nachgewiesen ist, gilt in 
gleicher Weise für irgend ein Paar konjugierter Punkte. 
Es kann also dieselbe Kurve C^^' in der mannigfachsten 
Weise erzeugt werden, indem man immer nur ein Paar 
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koujugiörter Punkte als Mittelpunkte erzeugender Strahleii- 
involutionen wählt und dieselben kersteilfc. Dies entspriclit 
der Erzeugung des Kegelschnitts durch zwei projektive Strahl- 
büschel, deren Mittelpunkte man beliebig auf dem Kegelschnitt 
wählen kann. Hier ist die Wahl der Mittelpuukte dadurch 
beschränkt, daß ihre beiden Tangenten sich in einem Punkte 
der Kurve selbst schneiden müssen. 

5. Was wir bisher für einzelne Punkte und Punktepaare 
unsers Ortes erkannt haben, gilt jetzt für jeden beliehigenPimkfc. 
Denn sei S ein beliebiger Punkt des Ortes, welcher also die Eigen- 
schaft besitzt, nach 9t9l^, ^®ii '^'^i drei Strahlenpaare einer 
Involution zu senden, dann giebt es nur einen einzigen be- 
stimmten Kegelschnitt ^'^', der die fünf Tangenten hat 

l^si, |58g, I, I ^,e I, |S8,e, ], isi^i, 

und dieser Kegelschnitt ^'^> muß auch die Gerade | ?tjX | 
berühren, wegen der involutorischen Eigemchaft von 3£. 
Aus 91 und 9lj gehen aber an ^"^ noch zwei andere Tan- 
genten außer | 913; | und | ?liJ£ j; jene beiden schneiden sich 
in Xi, einem neuen Punkte der Ortskurve, und das Punktepaa,r 

iE und X-, 
ist ein Paar konjugierter Punkte der 0<" in dem früheren 
Sinne und mit der charakteristischen Eigenschaft, daß nun- 
mehr ein beliebiger Punkt ?|J der G<^' nach E und Sj ein 
Paar konjugierter Strahlen derjenigen Strahleninvolution 
senden wird, unter welcher die drei gegebenen Punktepaare 
Sl?I,, 58^,, ee, erscheinen. 

In der That, der Kegelschnitt 0^*, welcher durch die 
fünf Tangenten | Sß© |, | SB©, |, | 58^6 |, | SS,©, |, 1 9t^ 1 be- 
stimmt wird, berührt auch | ^I^K |, | ^tX, |, \ %,'S,^ |, hat also 
acht Tangenten. Wenn ^ ein beliehiger Punkt der 0"^' ist, 
so sendet er nach 9l9t[, SSS,, ©S, drei Strahlenpaare einer 
Involution, welche schon durch zwei StraMenpaare bestimmt 
wird. Dieser Involution muß das Taugentenpaar aus ^ an 
S'^' angehören, also wird die Strahleninvolution [^] durch 
dies Tangentenpaar und das Strahlenpaar | $91 1, | ^§^,1 
bestimmt; folglich muß ihr auch c 
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1 spä 1, i W, 1 
angehören, denn dasselbe gehört einer Involution an, die 
von allen Tangentenpaaren an die Kegelschnitte einer Schar 
gebildet wird, welche die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten hat 

I 2(3: I, \^^,\, \%^\, 1 StiX, 1; 

zu diesen Kegelschnitten gehört aber Sl'^'. Ebenso ist auch 

(9tX, 9(,Äi)==?) und {%3i„%^)^% 

ein Paar konjugierter Punkte der C'^-". 

Wir haben hierdurch eine Bedingung zwischen vier 
(beliebigen) Paaren konjugierter Punkte gefunden, die sich 
folgendermaßen aussprechen läßt: 

Hat man irgend vier Paare konjugierter Punkte 
einer C'^* ermittelt 

2(at„ a5i8„ St£i, 'S)®! 
und zieht die Verbindungslinien 

I ^tSS I, I %m, I, 1 ^,S8 I, I %,^^ [, 

I s® S, j e®, I, I e,® I, I <&,%], 

so berühren diese acht Geraden einen und denselben 
Kegelschnitt ®«'. 

6. Wir haben gesehen, daß es auf C<^' zu jedem Punkte 3; 
einen einzigen bestimmten konjugierten Punkt S.^ giebt, wie 
derselbe gefunden wird, und daß irgend ein Punkt 5ß der 
C^> mit X imd i., verbunden zwei Strahlen liefert, welche 
der C'^' in einem neuen Paare konjugierter Punkte |) und 
Dl begegnen. 

Man kann also durch Festhalten eines Paares kon- 
jugierter Punkte X3£i und durch Veränderung des Punktes ^ 
auf G''-^> sämtliche Paare konjugierter Punkte in kontinuier- 
licher Weise erhalten. Schneidet | $3; ( die C"' zum dritten 
Mal in D und I 5ß3e, ] in ^,, so ist 

der konjugierte Punkt zu 
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"Wenn wir von dem voIlstUndigen Vierseit, dessen drei 
Paar Gegenecken i£3£[, ^3^,, ^^ßj sind, das Paar SS^ fest- 
halten, den willkürlichen Pnnkt ^ der C'^' aber ao ver- 
Jtndem, dal^ er in den dritten Sclmittpimkt der Verbindungs- 
linie I S3£i| mit der C<'' liineinrückt, dann wird ^ nach ^^ 
nnd ^1 nach 3: gelangen, also werden !§)Ki| und |9)|Xi 
die Tangenten der C'^' in den beiden konjugierten Punkten 3: 
und ?£, werden, folglieh wird der Punkt ^^ der Schnittpunkt 
dieser beiden Tangenten und wir finden jetzt allgemein be- 
stätigt den früheren Satz (§ 2,9): 

Die beiden Tangenten in zwei konjugierten 
Punkten der C'^* schneiden sich allemal in einem 
neuen Punkte derselben und der konjugierte Punkt 
zu letzterem ist der dritte Schnittpunkt der C<*' mit 
der "Verbindungslinie der beiden ersten konjugierten 
Punkte. 

Die Strahleninvolution, welche diesem dritten Schnitt- 
punkte angehört, ist allemal eine hyperbolische, weil ein 
Doppelstrahl derselben die Verbindungslinie der beiden an- 
fängliehen konjugierten Punkte ist. 



§ 4. Nachweis dafür, dafs eine beliebige fcierade der C'' 
im allgemeinen tu drei Punkten begegnet. 

1. Die Erzeugung der C^' durch zwei Straiileninvoiutionen 
in projektiver Beziehung und halbperspektlver Lage liefert 
uns nun auch den allgemeinen Nachweis dafür, daß eine 
beliebige Gerade g der C<^> im allgemeinen in drei Punkten 
begegnet. 

Ist g eine beliebige Gerade in der Ebene, und treffen 
die beiden erzeugenden Strahleninvolutionen [9t] und [StJ 
die Gerade g in den Punktin volutionen, deren Punktepaare 

E und El, t) und l}, 
seien, so haben wir auf g zwei incidente Punktinvolutionen 
in projektiver Abhängigkeit; die Punktepaare %;^^ und q^^ 
entsprechen einander eindeutig, ebenso wie die Strs 
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der erzeugenden Strailemiivolutionen, mit deneu sie perspek- 
tiv liegen, und es wird auf die Frage ankommen: 

Wie oft ereignet es sieh, daß ein Punkt des 
einen Paares jg^ mit einemPunkte des entspreclienden 
Paares tj^i zusammenfällt? 

So oft dies eintritt, wird offenbar ein Schnittpunkt ent- 
sprechender Strahlen auf g liegen, d. h. ein Punkt der Orts- 
kurve sein. 

Von vornherein ist ersichtlich, daß dies einmal eintritt; 
da nämlich dem Strahlenpaar 

I SIS I, j 912(i I das Strahleupaar \%%\, \^^n\ 
entspricht {§ 3, 2), so trifft der Strahl | StSt^ [ die Gerade g in 
einem Punkte D, welcher zwei entsprechende Punkte aus den 
beiden PunktiiiYolutionen vereinigt. Dieser Purdit fällt also 
als nicht dem Orte C^^* angehörig selbstverständlich heraus. Die 
übrigen zusammenfallenden Punkte lassen sich aber so ermitteln: 
2. Jede der beiden auf g befindlichen Punktinvolutionen 
läßt sich auf eine einfache gerade Punktreihe reduzieren 
durch ein Verfahren, welches dual gegenübersteht dorn in 
§ 3, 1 angewendeten zur Redulftion einer Strahleninvolution 
auf ein einfaches StrahlhUschel. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen die Gerade g im 
Punkte D berührenden Kegelsclmitt K<^' und legen aus jedem 
Punktepaar jj^ an denselben die beiden noch übrigen Tan- 
genten, welche sicli in )) schneiden, so wird hei der Ver- 
änderung von 55, der Ort von () eine gerade Linie l, auf 
welcher p eine gerade Punktreihe durchläuft (Th. d. K. 
S. 152). Diese gerade Punktreihe ist projektiv mit dem 
von den Polai'en ihrer Punkte gebildeten Strahlbüschel, 
also auch mit der von dem vierten harmonischen Punkte 
zu und 5Ej beschriebenen Punktreihe, welche perspek- 
tiv liegt mit dem von dem vierten hai-monischen Strahl 
zu laSCil und \%'S.\, |9(SJ beschiiehenen Strahlhüschel. 
Das Strahlenpaar | %% \ und | %,%i\ liefert auf;? das Punkte- 
paar Dj und 0; die übrigen Tangenten aus o und i 
sich auf l schneiden, folglich muß 
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sein, der Sclmittpunkt von l und g. 

Wir haben dadurch die erste Punktinvolution [jJil auf 
die gerade Punktreihe \> (auf V) reduziert; in gleicher Weise 
reduzieren wir mittels desselben Hilfakegelachnifcts ®'®' die 
zweite Punktinvolution [t)^i] auf eine gerade Punktreihe [VJ, 
deren Träger eine bestimmte Gerade l^ ist. Trifft das Strahlen- 
paar I %i% I und ] 31,® I die (/ in o\ und o, so wird 

o\-(hs) 
sein. Die beiden von ^ und Vi '^^^ ^^^ Trägern l und l^ 
durchlaufenen geraden Pimktreihen sind aber projektiv, weil 
die Punktinvolutionen [f ^J und [Ijl),] projektiv sind (§ 3, i), 
und ein besonderes Paar entsprechender Punkte dieser beiden 
projektiven geraden Pimktreihen werden die Punkte 0, o'[ sein. 
Die Verbindungshnie je zwei entsprechender Punkte IVVil 
muß daher einen Kegelschnitt K'-^' umhüllen, und da auch 
Io^o'jI""^ eine Tangente desselben ist, so haben die beiden 
Kegelschnitte ^ä) „^^ K(" 

bereits eine gemeinschaftliche Tangente, mitliiu. im all- 
gemeinen noch drei andere, von denen mindestens eine reell 
sein muß, die beiden übrigen auch konjugiert - imaginär sein 
können. 

Diese drei übrigen gemeinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte S"'^* und K^^'> liefern nun die Lösungen der 
Aufgabe, denn sobald von dem Tangentenpaar aus p an ®<^' 
und von dem Tangentenpaar aus p, an Ä<^> zwei Tangenten 
zusammenfallen in | p)3i |, muß diese Gerade der g in einem 
Pimkte begegnen, in welchem ein Punkt des Paares ££( 
mit einem Punkte des entsprechenden Paares Ij^, zusammen- 
fällt. Wir schließen also das Resultat: 

Eine beliebige Gerade g enthält im allgemeinen 
drei Punkte des Ortes C^', von denen notwendig 
einer reel! sein muß, die beiden andern auch kon- 
jugiert-imaginär sein können. 

3. Wir haben hiermit zugleich eine allgemeinere funda- 
mentale Aufgabe gelöst, deren Hervorhebung nützlich er- 
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scheint. Die Kegelsclmitte ®'^' und K'^* haben nämlich im 
allgemeinen vier gemeinschaftliche Tangenten, und nur in- 
folge der besonderen halbperspektiven Lage der erzeugenden 
Strahleninvolutioneu tritt der Umstand ein, daß eine der- 
selben als illusorisch für die vorliegende Frage heraus^llt. 
Wenn wir also die Bedingung der halb-perspektiven Lage 
fortlassen, werden wir sagen müssen: 

Bei zwei Piinktinvolutionen [jj,] und f^^J auf 
demselben Träger g, in projektiver Abhängigkeit 
kommt es im allgemeinen viermal vor, daß ein Punkt 
des einen Paares JE^ mit einem Punkte des ent- 
sprechenden Paares yV)i zusammenfallt. 

Lassen wir also für die beiden erzeugenden projektiven 
Strahleninvolutioneu [%] und [3(^] die Bedingung der halb- 
perspektiven Lage fallen, so wird das Erzeugnis eine Kurve 
vierten G-rades, weil jede Gerade </ im allgemeinen vier 
Punkte des Ortes enthält (es ist leicht zu sehen, daß % 
und 2t^ zwei Doppelpunkte derselben sein müssen), und nur 
für die halb-perspektive Lage fällt die Gerade |9l3(j| als 
ein Teil dieser Kurve C*'i heraus, sodaß nur eine C'^' übrig 
bleibt. Nehmen wir auf demselben Träger g eine Punkfc- 
involution und eine einfache Punktreibe in projektiver Be- 
ziehung und reduzieren, wie oben, die Punktinvolution [EjJ 
mittels des Hilfskegelsehnitts ^'-' auf eine einfache gerade 
Punktreihe [p] auf dem Träger l, welche mit der auf g ge- 
gebenen Punktreibe [t)J projektiv sein wird, so erzeugen auch 
die projektiven Punktreihen ( [p] und g [q] einen Kegel- 
schnitt .E'^', der mit S'^' die gemeinschaftliche Tangente /; 
hat; die übrigen drei gemeinschaftlichen Tangenten beider 
Kegelschnitte liefern die incidenten entsprechenden Elemente 
der beiden auf g gegebenen Gebilde, also: 

Sind auf demselben Träger g eine Punkt- 
involution [55,1 und eine einfache Punktreihe (l)] in 
projektiver Abhängigkeit gegeben, so kommt es im 
allgemeinen dreimal vor, daß ein Punkt des Paares J^, 
mit dem entsprechenden Punkte i) zusammenfällt; 
von diesen drei incidenten Punkten ist immer einer 
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reell, die beiden andern können auch konjugiert- 
imaginär sein. 

Die dual - gegenüberstellenden Sätze für Strakleninvohi- 
tionen besonders auszaspreclien ist überflüssig. 

4. Wir können nunmehr auch vollständig und allgemein 
■die Frage beantworten, welche uns in § 2, i als Ausgangs- 
punkt diente, nämhch die Fra^e nach dem Ort eines Punktes S, 
welcher nach drei voneinander unabhängig gegebenen Punltte- 

Strahlenpaare einer Involution sendet. Die involntoriscbe 
Eigenschaft läßt sich nämlich aussprechen als Gleichheit 
der Doppel Verhältnisse zweier Strahlbnschel 

Nun ist der Ort eines Punktes 3;, welcher nach vior 
gegebenen Punkten vier Strahlen sendet, deren Doppel Verhält- 
nis einen gegebenen Wert haben soll, bekanntlich ein Kegel- 
schnitt, welcher durch die vier gegebenen Punkte seihst hin- 
durchgeht und vermittelst der Tangente in einem dieser 
Punkte konstruiert werden kann, Soll das Doppel Verhältnis 

sein, so konstruiere man durch ^j eijie Gerade t, sodaß 
die vier Strahlen 

(, I %,% 1, 1 St,^ I, I 9t,e 1 
den Wert des Doppelverhältnisses x liefern; dann ist ein 
Kegelschnitt vollständig bestimmt, welcher durch 2t^9(iÖS 
geht und in ?ij die Tangente t hat. Dieser Kegelschnitt 
ist der Ort für den gesuchten Punkt 3c. Soll nun 

sein, und legen wir diesen Doppel Verhältnissen irgend einen 
Wert X bei, so wird S ein gemeinschaftlicher Punkt zweier 
Kegelschnitte sein müssen, welche bereits % und ?li gemein 
haben. Die übrigen beiden Schnittpunkte erfüllen also die 
Forderung der Aufgabe, Mit der Veränderung von x ver- 
ändern sich auch die beiden Kegelschnitte und beschreiben 
zwei Kegelschnittbüschel mit je vier festen Grundpunkten. 
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Diese beiden Kegel schnittbüschel stehen infolge der obigen 
Gleicliheit in projektiver Abhängigkeit, die so hergestellt 
werden kann: 

Seien die Schnittpunkte 

und 

nnd lassen wir auf l einen verändei-lichen Punkt j laufen, 
der eine gerade Piuiktreibe beschreibt, so findet offenlia.r 
die Gleichheit der Doppelverhältnisse statt 
9t[S(,SeE] = Sl,[2[Ö,S,Ki; 
legen wir nun durch 

agetSti einen Kegelschnitt A'(^>, der | 9t^ | berührt, 
und durch 

58,®i?[i3l einen Kegelschnitt 7f/'', der | %^i \ berührt, 
so ist für jeden Funkt S des ersten Kegelschnitts 

und für jeden Punkt iE; des zweiten Kegelschnitts 

folglich für einen gemeinschaftlichen Punkt beider Kegel- 
schnitte 3; ™ Sj ist die geforderte Bedingung 

erfüllt, und da die beiden Kegelschnitte K'^' und 7f,<^* außer 
51 und %^ im allgemeinen noch zwei gemeinschafthche Punkte 
haben, so erhalten wir zwei Punkte, welche der Forderung 
gentigen. Verändern wir aber den Punkt ^ auf der Ge- 
raden l, BO beschreiben die beiden Kegelschnitte K'^^ und 
Ji"/^' zwei Kegelsehnittbüschel mit den je vier Grundpunkten 

?t5ß©9l, und ^,58,ej9(, 
und da die beiden Stralilbüsehel ] Stj | und | Stjj | perspektiv 
liegen, also projektiv sind, so stehen auch die beiden Kegel- 
sehnittbüschel in projektiver Abhängigkeit voneinander wegen 
der projektiven Beziehung ihrer Tangentenbüschel iu je 
einem festen Grundpunkte. Die beiden projektiven Kegel- 
schnittbüschel \K''^^'\ und fTT,'^'] erzeugen im allgemeinen 
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eine Kurve vierter Or<inung C^*, weil auf einer beliebigen 
Geraden g die beiden von den Büscheln ausgescbnittenen 
projektiven Punktinvolutionen viermal entsprechende Punkte 
zusammenfallend haben (3.). Aus der C*' fallt aber die 
Gerade | StStj | als iüusorisch heraus, denn für die besondere 
Lage des Punktes 

l = {%%,, bc) 

besteht der eine Kegelschnitt aus dem Linienpaar | §l?l^ |, 
I 93® I und der entsprechende Kegelschnitt aus dem Linien- 
paar I 9t^^ I, l^iKil, also haben beide die ganze Gerade 
1 %.%^ \ gemeinsehaftlicli, von der nicht sämtliche Punkte 
der Forderung für S genügen. Es bleibt mithin nur eine 
Kurve dritter Ordnung C*^' übrig als Ort für die gesuchten 
Punkte 3c, 

(Wir haben hierdurch zugleich eine neue Konstruktion 
für die Punkte S erhalten, auf die wir aber nicht weiter 
eingehen wollen.) 

5. Dagegen wollen wir hier nachträglich die Reduktion 
eines Kegelschuittbüschels auf ein einfaches Strahl- 
bäschel oder auf eine gerade Punktreihe geben, um 
dadurch in den Stand gesetzt zu werden, zwei Kegelschnitt- 
büschel aufeinander projektiv zu beziehen oder auch ein 
Kegelschnittbüschel auf ein einfaches Strahlbüschel. 

Die Polaren eines festen Punktes ?ß in Bezug auf sämt- 
liche Kegelschnitte eines Büschels mit vier festen Grund- 
punkten laufen bekanntlich durch einen und denselben Punkt ^^ 
und bilden ein einfaches Strahlbüschel; nimmt man von einem 
zweiten Pimkte O die Polaren in Bezug auf sämtliche Kegel- 
schnitte des Büschels, welche durch den festen Punkt O^ 
laufen, so müssen die beiden um ^^ und Q^ beschriebenen 
Strahlböschel projektiv sein, weil bekanntlich der Pol von 
I 5ßCl I in Bezug auf sämtliche Kegelschnitte des Büschels 
einen Kegelschnitt beschreibt. Es sind also für sämtliche 
Punkte 5ß in der Ebene die zugehörigen Polarenbüschel 
unter sieh projektive Strahlbüschel; ist insbesondere ^ß einer 
der Grundpunkte des Kegelschnittbüschels , so geht das 
Polarenbüschel in das Tangentenbüschel in demselben Über, 
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Auch umgekelirt entspricht jeder durcli S^^ gezogenen Ge- 
raden )) als Polare von ^ ein einziger bestimmter Kegel- 
schnitt des Bttsehels. Die Kegelschnitte des Büschels sind 
also eindeutig auf die Strahlen des Str ahlbös ch eis der Polaren 
bezogen, also das Kegelschnittbüschel auf das Strahlbüsehel 
reduziert. 

Zieht man durch einen der Grundpunltte O des Kegel- 
schnittbüscbels eine beliebige Gerade g, welche den Kegel- 
schnitten des Büscliels in dem veränderlichen zweiten Punkte g 
begegnet, nimmt auf g einen festen Punkt ^ und den zu- 
geordneten vierten harmonischen Punkt l) rücksichtlich des 
Paares Dj, also (Oj^,^)^_l, 

woraus folgt 

(DilSjl))-2, 

SO beschreibt bei der Veränderung des Kegelschnitts im 
Büschel der Punkt 1) eine mit dem Polarenbüschel fjß,] Per- 
spektive Punktreibe, folglich auch j eine gerade Punktreihe 
auf g, die wegen der obigen Bedingung mit der Punktreihe [l)] 
projektiv ist, also auch bestandig mit jeder andern in gleicher 
Weise konstruierten Punktreihe [%] projektiv bleibt. Das Kegel- 
schnittbüschel wird dadurch auf einegerade Punktreihe reduziert. 
Schneidet eine beliebige Gerade g die Kegelschnitte eines 
Büschels in dem veränderlichen Punkte paar 

Ui, 
und nimmt man von einem beliebigen festen Punkt ''^ der Ge- 
raden g den zugeordneten vierten harmonischen Punkt l) rück- 
sichtlicb des Paares i'Ji, also 

so beschreibt \) eine gerade Punktreihe auf ß, die immer mit 
jeder andern gleichartig konstruierten projektiv ist, vpeil sie 
mit dem Polarenbüschel [^j] perspektiv liegt. Das Kegelschnitt- 
böschel wird dadurch auf eine gerade Punktreihe reduziert. 

Schneiden zwei beliebige Gerade g und g' die Kegel- 
schnitte des Büschels in den Punktepaaren jg, und j;'j\, so 
sind auch die von demselben beschriebenen Punktinvolutionen 
aufeinander projektiv bezogen, weil die einfachen geraden 
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Punktreilien, a.uf weielie sie reduziert wci-tieii können, zu- 
einander projektiv sind. Sämtliclie Punktinvolutionen, die 
auf beliebigen Geraden durcb ein Kegelschnittbüscbel aus- 
gescbnitten werden, sind also unter sieb projektiv. Legt 
man durcb zwei Grundpunkte DD' eines Kegelecbnittbüscbels 
einen beliebigen festen Kegelaebnitt ^'^>, so seimeidet der- 
selbe jeden Kegelscbnitt des Büschels noch in zwei ver- 
änderlichen Punkten jl), deren Verbindungslinie durcb einen 
festen Punkt ^ läuft und ein einfaches Sfcrahlbüscbel [^J 
beschreibt (Tb. d. K. S. 239). 

Der Mittelpunkt ^ liegt auf der Verbindungslinie der 
beiden übrigen Grundpunkte des Büschels. Konstruiert man 
den zugeordneten vierten harmonischen Punkt j zu ^ rück- 
sichtlich des Paares j:t), also 

(SPiSl))--l, 
so beschreibt j wegen des Kegelschnitts Ä'^' eine gerade 
Punktreihe, welche perspektiv liegt mit dem Strahlbüschel 
[^i3i gebildet von den Polaren des Punktes ^ rücksiehtlich 
der Kegelschnitte des Büschels; folglich ist auch das Kegel- 
schnittbüschel projektiv bezogen oder reduziert auf das 
Strablbüeehel [^ßj. 

Alle diese Redulttionen (denen im dualen Gebiete ana- 
loge gegenüberstehen) des Kegelschnittbüschels , eines Ge- 
bildes zweiter Ordnung und einfach - unendlicher Mächtigkeit, 
auf ein Gebilde erster Ordnung und gleicher Mächtigkeit 
gestatten die projektive Beziehung dieser Gebilde unter- 
einander, wovon vielfach Gebrauch gemaclit wird. Wir 
kehren nach dieser der Theoiie der Kegelschnitte ent- 
nommenen Abschweifung zu der Betrachtung der C"' zurück. 

§ 5. Das Kegelsehnittgewebe. 

1. Sind ^^1 und QDi irgend zwei Paare konjugierter 
Punkte der C<% so bestimmen die vier Verbindungslinien 

: ^D I, I ^D, i, ! ^.a I, 1 ^$,£1, I 
als gemeinschaftliche Tangenten eine Kegelscbnitt schar, 
welcher die beiden in Punktepaare ausgearteten Kegelschnitte 
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schnitte [^$i] und [DQi] angehören. Da die aus jedem 
Punkte an die Kegelschnitte einer Schar gesendeten Tan- 
gentenpaare einer Strahleninvolution angehören, so wird auch, 
wenn wir aus dieser Kegelschnittschar einen "beliebigen "Kegel- 
schnitt ^(ä) 

herausnehmen, das aus einem Punkte X der C^' an 31'^' 
gesendete Tangentenpaar der Strahleninvolntion ai^ehören, 
welche dem Punkte $ räeksichtlieh der C-^^ zugehört. 

Nehmen wir in gleicher Weise zwei andere Paare kon- 
jugierter Punkte SfSRi und @@j der (7P>, ziehen die Ver- 
bindui^slinien 

1 9i@ I, I si©, I, ] sft,© 1, I m,®i I 

und nehmen aus der Kegelschnittschar mit diesen vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten einen beliehigen Kegelschnitt 

heraus, so sendet auch an diesen der Punkt 3£ ein Tangenten- 
paar der zugehörigen Strahleninvolution. 

Nehmen wir endlieh noch zwei beliebige Paare kon- 
jugierter Punkte SSS^i und SSSBi der C', ziehen die Ver- 
bindungslinien 

I 5823 I, I SßSBJ, iaS.2B|, \^,m,\ 
tond entnehmen der Kegelschnitts char, welche diese vier Geraden 
zu gemeinschaftliehen Tangenten hat, einen beliebigen Kegel- 
schnitt (5(^) 

so sendet auch an diesen der Punkt i£ ein Tangentenpaar 
der zugehörigen Strahleninyolntion, 

Es läßt sich daher die ursprüngliche Bedingung für 
den Punkt ^ auch so umgestalten: 

Der Ort eines Punktes S, welcher an drei Kegel- 
schnitte 9(1% ®<äi, S'^', die nicht derselben Kegel- 
schnittschar angehören, drei Tangentenpaare sendet, 
die einer Strahleninvolution angehören, ist eine 
Kurve dritter Ordnung &'>. 

(Die drei ursprünglichen Punktepaare %%^, ^Sßj, SS^ 
sind nichts anderes, als drei besondere in Piinktepaare aus- 
geartete Kegelschnitte ^<'\ m\ S'«>.) 



yGoosle 



g 5. Daa Kogelächnittgawebe. 29 

Wegen der Willkürlichkeit der Wahl von Paaren kon- 
jugierter Punkte $5|i,, 0D[ u. e. w. lassen sich solche 
Kegelschnitte wie 2t'*', S8'*', S'^^' in großer Menge ausfindig 
machen, die zur Erzeugung der Kurve C^' verwendet werden 
können. Nun gehört nach § 3, 6 der Kegelschnitt W** auch 
einer Sehar an, welche die vier geraeinschaftliclien Tangenten 



1 ^A \, I ®,e;, 



hat, weil die ackt Geraden 



I «6 I, isse, I, 1 sß^e I, !s,e, ;, 

einen iind denselben Kegelschnitt herühren; ebenso gehört 
der Kegelschnitt S'^i einer Schar mit den vier gemeinachaft- 
lielien Tangenten 

I est I, I S5[i I, I e.st I, I e,3[, i 

und der Kegelschnitt E'^> einer Schar mit den vier gomein- 
achaftlichen Tangenten 

|3t«|, |S(^, I, I Sti« I, \%A\ 
an. Bezeichnen wir zur Abkürzung diese drei Kegelschnitt- 
schüren durch ^^^^^ ^^^^^ ^^^^ 

(wo fjöS] bestimmt wird durck die beiden Kegelschnitte, 
welche aus den Punktepaaren SÖS, und I5®i bestehen als 
ausgeartete Kegelschnitte u. s. w.), dann ist 

«<ä» der Sehar [^S], 

«"' „ „ [S^IJ, 

15'.^' „ „ L9[«l 
entnommen. 

Da eine Kegelschnittschar durch zwei Kegelschnitte 

bestimmt wird, und die Tangentenpaare aus einem Punkte 

an die Kegelschnitte einer Schar immer einer und derselben 

Strahleninvolution angehören, so werden wir vermittelst der 

aus den drei Scharen 

[SEJ, [©91], [5t«J 

entnommenen Kegelschnitte 

drei neue Scharen bilden können 
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|iS(sig(3)-|^ [(5i5>31(2)], [9t(^)SS«'] 

und aus jeder derselben einen beliebigen neuen Kegelschnitt 
entnehmen 

§(,'=', ©,1^', 15/^>; 

jeder Punkt 3c des Ortes C<^' muß dann für diese drei neuen 
Kegelschnitte dieselbe Eigenschaft besitzen wie für die drei 
früheren, und indem wir in dieser Weise fortfahren, erhalten 
wir eine grosse Menge von Kegelschnitten, die in einem 
gewissen Zusammenhange miteinander stehen, indem zwei 
dieser Kegels clmittö immer zu einer Schar von Kegelschnitten 
führen und jeder Kegelschnitt derselben mit einem andern, 
ihr nicht angehörigen Kegelschnitt zur Bildung einer neuen 
Schar führt a. s. f. 

Wir nennen die Gesamtheit aller dieser Kegelschuitte 
ein Kegelschnittgewebe und können daher sagen, daß 
für jeden Punkt i£ der C' die Tangentenpaare an sämtliche 
Kegelschnitte des Gewebes einer und derselben Strahlen- 
involution angehören. 

2. Um die Kegelschnitte eines Gewebes besser zu über- 
sehen und die Mächtigkeit desselben zu beurteilen, gehen 
wir wieder von den drei Punktepaaren 

aus und bestimmen znerst die Kegelschnittschar [SSj, welche 
die vier gemeinschaftlichen Tangenten hat 

Nehmen wir aus dieser Kegelschnitt schar einen ver- 
änderlichen Kegelschnitt 

heraus, legen aus % und 95, die Taugentenpaare an di'-^' und 
fassen dieselben als die gemeinschaftlichen Tangenten einer 
neuen Kegelschnitts eh ar auf (auch wenn das eine oder beide 
Tang entenp aar e konjugiert - imaginär sind, ist bekanntlich 
durch die sie vertretenden Strahleninvolntionen die neue 
Kegelschnittschar vollständig bestimmt und reell konstruier- 
bar, Th. d. K. S. 326), so wird jeder Kegelschnitt 
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dieser Sehar dem Gewebe augehörenj und umgekehrt muß 
jeder Kegelselinitt des Gewebes ans einer Schar [3l'^'3£'^'| 
entnommen sein, wo 3C'^'=[9l3lJ der in ein Punfetepaar 
ausgeai-tete Kegelschnitt ist, und 3c<" aus der Schar [SOG] 
genommen wird. Es giebt keine andern Kegelschnitte des 
Gewebes als solche SS'^'. 

In der That, ist ®''^' ein beliebiger Kegelschnitt des 
Gewebes, so muß er die Eigenschaft besitzen, daß die beiden 
Tangentenpaare ans ?I und ^t^ an S"* den Strahleninvolufcionen 
angehören, welche ?t und ^j nach den Punktepaaren ^^ä, 
und ©ßj senden. Die Tangenteupaare aus % und 3{^ an 
S<-> bestimmen aber eine Kegelschnitfcschar, in welcher es 
einen und nur eipen bestimmten Kegelschnitt 2£'^* giebt, 
welcher I ©S i berührt. Da nun die drei Kegelschnitte; 
1. das Punktepaai- [SISTj, 2. der Kegelschnitt S«^' des Ge- 
webes und 3. der Kegelschnitt 3;'^' derselben Schar an- 
gehören, so müssen die drei Tangeutenpaare aus 93 an die- 
selben einer Strahleninvolution angehören, welche schon durch 
die beiden ersten Tangentenpaare bestimmt wird \mi welche dem 
Punkte 93 zugehört nicksichtlich der 6'*". Das Tangentenpaar 
aus S an X'^', von dem [ ^S | ein Teil ist, muß daher auch 
dieser Strahleninvolution angehören, also muß | SSS^ | der 
andere Teil sein, d. h. | 93®! ] muß X*-' berühren; in gleicher 
Weise erkennen wir, daß auch 1^58^1 und IGi^J den ^'^' 
berühren müssen, woraus folgt, daß 3t'^' die vier Tangenten 

1 se !, t®®il> l^i^l. 1^1 Sil 
hat, also der Schar [58G] angehört. 

Wir schließen hieraus, daß der willkürlich dem Gewebe 
entnommene Kegelschnitt Sf*^' in der That durch diejenige 
Konstruktion hervorgeht, welche wir oben angegeben haben, 
näünÜeh der veränderlichen Schar [?t'->X'*'] angehört, wo 
X'^^* aus der Schar [33*^' ©i'"] entnommen ist. 

Hieraus können wir die Mächtigkeit der Kegelschnitte 
eines Gewebes beurteilen; die Kegelschnitte S*^' in der Schar 
[^P) gm] sind von einfa.ch- unendlicher Mächtigkeit, und jeder 
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derselben wird mit St*^' zur Bildung einer neuen Schar von 
einfach -unendlich er Mächtigkeit zusammengestellt, aus der 
alle Kegelschnitte des Gewehes hervorgehen; folglich hilden 
die sämtlichen Kegelschnitte des Gewehes eine 
doppelt-unendliche Mannigfaltigkeit (cc^), üher welclie 
die vorige Konstruktion eine anschauliche Übersicht gewährt. 
3. Wir kaben die Gesamtheit der Kegelschnitte des 
Gewebes hervorgehen lassen aws den drei ursprünglichen 
voneinander unabhängigen Punktepaaren 

^m„ 5893,, ee„ 

welche als drei ausgeartete Kegelschnitte des Gewebes auf- 
zufassen sind. Wir nahmen aus der Schar [35K] einen be- 
liebigen Kegelschnitt X'-^, verwendeten ihn mit [SlStJ zur 
Bildung einer veränderlichen Kegels ebnittschar, aus der sämt- 
liche Kegelschnitte des Gewebes zu entnehmen sind. Wir 
können aber die erste Schar [SS6], aus der cE'^* hervorgeht, 
auch als gegeben annehmen durch zwei beliebige Kegelschnitte 
derselben ^p, ^^^ ^^^^ 

und wir können das Pnnktepaar 919[, ersetzen durch einen 
beliebigen Kegelschnitt y.,^^ 

der mit S(^' verbunden die veränderliche Kegel schnitt schar 
bestimmt. 

Dann erhalten wir zur Bildung der sämtlichen Kegel- 
schnitte S<^' des Gewebes drei beliebige voneinander un- 
abhängige Kegelscknitte 

9tPi, Si*i, e*^', 
von denen ausgehend wir durch Seharenbildung vermittelst 
je zweier zu sämtlichen Kegelschnitten des Gewebes gelangen. 
Durch drei unabhängig voneinander gegebene 
Kegelschnitte ist das Gewebe bestimmt; zwischen vier 
Kegelschnitten desselben muß also eine Bedingung obwalten. 
Diese besteht, wenn wir für die vier Kegelschnitte 

Sl(^', ^(% e<ä) und ®Pi 
nehmen gemäß der Entstehung des Gewebes, darin, daß 
die beiden Schareiv 
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einen gemeinschaftliclieu Kegelsctmitt 3£*^' haben müssen. 
{In dem besonderen Fall von vier Pwnktepaaren ist diese 
Bedingung in dem Sabze § 3, 5 enthalten.) Allgemein läßt 
sich diese Bedingung so aussprechen: 

Werden irgend vier Kegelschnitte aus einem 
Gewebe genommen, von denen keine drei derselben 
Sehar angehören, und man verbindet beliebig zwei 
derselben und die beiden übrigen zur Bildung zweier 
Kegelsobnittscharen, so haben dieselben allemal 
einen Kegelschnitt gemeinschaftlich. 

Die Kiehtigkeit dieser Behauptung folgt daraus, daß, 

^''^ S'-'- aus der Schar [tgi^X^'-^J], 

entnommen sind, die drei veränderlichen Scharen 

[Sl<^'3eP'], [SS'^'gf^], [S(^>3(^>] 
immer dieselben Kegelschnitte S^f^' des Gewebes liefern 
müssen. Dies läßt sich auch als besonderer Satz so aus- 
sprechen: 

Gehören die drei Kegelschnitte ?t(äl, 58^', ß/^' einer 
Kegelschnittschar und die drei Kegelschnitte 3t<^'? 
g(si^ ig^(a> einer zweiten Kegelschnittsehar an, welche 
mit der ersten den Kegelschnitt ät'^' gemein hat, so 
haben ancL die beiden Kegelschnittscharen 

[Sß<äJ6(s)] und [S8,"'S/-ä>j 
einen Kegelschnitt gemeinschaftlich, sowie auch 

[SßmSS/^'] und [©(-'»e/ä)] 
einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt. 

Aus diesem allgemeinen Satze ergiebt sieh, daß das 
ganze Kegelschnittgewebe ebenso aus drei beliebigen seiner 
Kegelschnitte ^ ,^, ^ ^^ ^ ^^^ 

die nicht derselben Schar angehören, hergeleitet werden kann, 
wie es aus den drei Kegelschnitten 3t<*', S'^', S^^' hervorging. 
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Denn nehmen wir irgend einen vierten Kegelschnitt des 
Gewebes ^^'■^\ so müssen die beiden Kegels ehnittscharen 
[Sil=>Sgt^'] und [tg«'Sil,j'ä'] einen gemeinschaftlichen Kegel- 
schnitt S"' haben; wir können daher von den drei Kegel- 
schnitten Si'^', ta<^', Sj'*>, welche nicht derselben Schar an- 
gehören, zur Bestimmung des Gewebes ausgehen, aus der 
Schar [^i'^'Ss'^'] einen veränderlichen Kegelschnitt X'*' 
nehmen und ihn mit fi^^' zur Bildung einer neuen Schar 
[S'3*^' j£'^'] verbinden, aus welcher wir sämtliche Kegel- 
schnitte ^^4*^* des Gewebes entnehmen. 

4. Zieht man an irgend zwei Kegelschnitte des Ge- 
webes ein Paar gemeinschaftlicher Tangenten, so besitzt der 
Schnittpunkt derselben offenbar die Eigenschaft, an sämtliche 
Kegelschnitte des Gewehes Tangentenpaare zu senden, welche 
einer und derselben Strahleninvolution angehören, also muß 
dieser Punkt 5|J auf der C^' liegen; denn die Tangentenpaare 
an die ersten beiden Kegelschnitte ?l'^> und Sg'^' fallen in 
eines zusammen, an einen dritten Kegelschnitt <5'-^' des Ge- 
webes geht also ein zweites Tangenteupaar, und diese beiden 
bestimmen schon die StrahleninvoKition für ip, der sämtliche 
übrigen Tangentenpaare angehören müssen, weil 9l<"i, 58 '^>, ®*^' 
das ganze Gewebe bestimmen. Wenn aber ein Paar gemein- 
schaftlicher Tangenten von St*^' und ®<^' sich in 9ß schneidet, 
so giebt es noch ein zweites Paar gemeinschaftlicher Tan- 
genten, welche, wenn auch konjugiert -imaginär, sich in dem 
immer reellen Punkte ^^ schneiden, und das Punttepaar ^^j 
ist als ein ausgearteter Kegelschnitt der Schar [K<^'S8<'''] 
aufzufassen; es müssen also ^ und 5|Jj ein Paar konjugierter 
Punkte der C'" sein, weil sie als Mittelpunkte zweier er- 
zeugenden Strahleninvolutionen in projektiver Beziehung und 
halbperspektiver Lage auftreten (| 3). 
Wir schließen also: 

Ein Punktepaar, in welches ein Kegelschnitt 
des Gewebes ausartet, ist allemal ein Paar kon- 
jugierter Punkte der 0'^>. Oder: 

Die C'»' ist der Ort sämtlicher Punktepaare, in 
welche Kegelschnitte des Gewebes ausarten. 
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Eine Kegelsclmittacliar hat im allgemeinen drei in Punkte- 
paare ausgeartete Kegelseliaitte, die drei Paar Gegenecken 
des von den vier gememscliaftlichen Tangenten gebildeten 
vollständigen Vierseifcs Em Kegelsebnittgewebe hat deren 
unendlich viele (von einfach - unendlielier Mächtigkeit) ; je 
zwei Kegelschnitte des Gevrebes verbinden sich zu einer 
Schar mit drei solchen Punktepaaren, die allemal ein voll- 
ständiges Vierseit mit seinen sechs Ecken bilden, welches 
der C<*' einbeschriehen ist. 

Da durch drei willkürlich anzunehmende Kegelschnitte 
9l<^', SS<^', tS)<-> das Kegelschnittgewebe bestimmt wird, so 
können wir folgenden besonderen Satz aussprechen: 

Bind irgend drei Kegelschnitte unabhängig von- 
einander gegeben, so haben je zwei derselben vier 
{reelle oder paarweise konjugiert -imaginäre) gemeinschaft- 
liche Tangenten, die ein vollständiges Vierseit 
mit sechs Ecken bilden; die dadurch erhaltenen 
3.6=18 Punkte liegen auf einer C"' nnd bilden 
neun Paare konjugierter Punkte derselben. 

§ (i. Die ^*", umlittlU von den Vurbindungslmien 
konjugierter Punkte der G^K 

1, Die Pole einer Geraden x in Bezug auf sämtliche 
Kegelschnitte einer Schar liegen bekanntlich auf einer Ge- 
raden fl^j, welche die Eigenschaft hat, daß ihre Pole wieder 
auf X liegen, sodalJ diese beiden Geraden konjugierte 
Strahlen rücksichtUch der Kegelschnittschar heißen. Nennen 
wir nnn die Verbindung.=!linie zweier konjugierten Punkte der (7'^> 

I =eSi I - « 
und wählen die Kegelschnittscbar [^ ß] mit den vier gemein- 
schaftlichen Tangenten 

I S8S I, i®e, I, i«,e I, i©,s, 1, 

welche als ausgeartete Kegelschnitte die beiden Punktepaare 
SSi und ES, enthält, so sind die Pole von x rücksicbtlich 
dieser beiden Punktepaare die vierten harmonischen Punkte 
zu den Schnittpunkten {S,X^, 5858,) und(X3ci, KS[) zugeordnet 



y Google 



36 Thooiie der etieneii Kurven di'itter Ordnuag. 

rücksiehtlicb der Punktepaare SÖ^^ und ©ßi. Diosü vierten 
harmonischen Punkte liegen aber, wie wir wissen (§ 2, s), 
in einer Geraden mit dem dritten Schnittpunkte von | 3£Si | 
und C^', welche wir früher l genannt haben und jetzt mit 
Xj bezeichnen wollen. Diese Gerade x^ enthält nun aber 
nicht nur die Pole der x riickaichtlich sämtlicher Kegel- 
schnitte der Schar [^K], sondern Überhaupt die Pole tou x 
rücksichtlich sämtlicher Kegelschnitte des Gewebes. Denn 
da an Stelle der Kegelschnittschax [SS] irgend eine andere 
dem Gewebe angehörige Schar von Kegelschnitten [S^*^' ^a'^'l 
gesetzt werden kann, rücksichtüch welcher die Pole von x 
ebenfalls auf einer Geraden liegen müssen, weiche dui'ch den 
dritten Schnittpunkt der Geraden ] cESj ] mit C^' hindurch- 
gehen muß, da femer die beiden Kegelschnittseharen [^S] 
und [Si'^'Sa'"'] einen gemeinsehafthchen Kegelschnitt haben, 
riickaichtlich dessen der Pol von x derselbe bleibt, so wird 
auch die durch diese beiden Punkte bestimmte Gerade Xj 
die Pole von x enthalten rücksichtlich beider Kegelschnitt- 
scharen [^6] und [S/äif^(2)]^ also auch rücksichtlich sämt- 
licher Kegelschnitte des Gewebes. 

Nennen wir X^, wie früher, den dritten Schnittpunkt 
der Geraden | X3£i | mit der C', so werden x und x^ kon- 
jugierte Strahlen sein rücksichtlich sämtlicher Kegelschnitte 
des Gewebes, nämlich die Doppelstrahlen derjenigen Strahlen- 
Involution, welche dem Punkte %j zugehört für die C^', 
und welche immer eine hyperbolische ist, weil für sie 
I 3£X^ ( = X ein Dopjjelstrahl, x^ der andere Doppelstrahl ist. 
Wir schließen hieraus: 

Wenn eine Gerade x in Bezug auf drei von ein- 
ander unabhängige Kegelschnitte ^1'^', 93'« ß'^' des 
Gewebes ihre drei Pole auf einer Geraden x^ gelegen 
hat, so hat sie auch für alle andern Kegelschnitte 
des Gewebes ihre Pole auf derselben Geraden x^-^ 
der Schnittpunkt (xx^) liegt auf der C' und xXi sind 
die Doppelstrahlen derjenigen Strahleninvolution, 
welche dem Punkte {xx^) rücksichtUch der C<*' zu- 
gehört. 
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2. Solcher G-eraden x, deren drei Pole in Bezug auf 
3((2)^ ^lä)^ (5(9) wieder auf einer Geraden a:, liegen, giebt es 
aber im allgemeinen durcb einen beliebigen Punkt O der 
Ebene nur drei; denn dreht sich x um D, so beschreiben 
ihre Pole rücksichtlich §(«>, S8<^>, 6<-^> drei projektive Punbt- 
reihen [o], [t], [c] auf den Greraden a, h, c, und es beschreiben die 
Verbindungslinien | ab | und | üt | daher zwei Kegelschnitte, 
welche außer a noch drei gemeinschaftliche Tangenten haben; 
diese besitzen die verlangte Eigenschaft, Der Ort der Ge- 
raden X ist also eine Kurve dritter Klasse ^*^'. Da nun 
eine solche Gerade x immer die Verbindungslinie zweier 
konjugierten Punkte derC*"' ist oder, was dasselbe sagt, ein 
Doppelstrahl der einem Punkte der C" zugehBrigen Strahlen- 
involution, so können wir den Satz aussprechen: 

Die sämtlichen Verbindungslinien aller Paare 
konjugierter Punkte äiiEj der 6'<^' umhüllen eine 
Kurve dritter Klasse ®™ Oder: 

Die Doppelstrahlen sämtlicher den Punkten 
einer C<*' zugehörigen Strahleninvolutionen um- 
hüllen dieselbe Kurve dritter Klasse m^\ 

Wir wollen ein Paar solcher konjugierten Strahlen xx.^ 
rüeksichtlich sämtlicher Kegelschnitte des Gewebes ein Paar 
konjugierter Tangenten der Kurve ^'^' nennen. 

3, Wir wollen jetzt den Berührungspunkt jedes solchen 
Strahles x mit der von ihm iimhüllten Kurve S*^' ermitteln. 
Aus zwei beliebigen Paaren konjugierter Punkte 
XXi und 2)^1 
der C"" folgt bekanntlich immer ein drittes Paar 

(3E8, S,%) und C3ta, XM, 
lassen wir nun den Punkt ^ dem Punkte i£ sieh unendlich 
nähern, so wird auch ^^ dem X^ unendlich nahe rücken, 
wie aus der Natur involutorischer Gebilde hervorgeht. Da- 
bei wird nun ] Xg | die Tangente der C*« im Punkte X, 
und \^S,\ die Tangente der C"' im Punkte K^; der Schnitt- 
punkt beider Tangenten heiße %^ und hat zu seinem kon- 
jugierten Punkte den dritten Schnittpunkt % des Strahles 
IXiEjI mit der C'^>; folglich wird 
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(I9„3£,9)_ii, (sg, l.BO-s, 

und der dribte Diagonalpunkt dieses ausgearteten vollständigen 
Vierecks 3i3E|^^[ nämlich der Schnittpunkt 

wird der Berührungspunkt d.h. der Sclinittpunkt unendlich be- 
nachbarter Tangenten der von | X^i | und g)^^ | umhüllten 
Kurve S!>^\^ Dies ist aber nach bekannter Eigenschaft des voll- 
ständigen Vierecks der vierte harmonische zu % zugeordnete 
Punkt ^1 rüeksichfclich des Paares 2£X^; also ist das Doppcl- 
verhältnia {X.^, %%,) = ^ 1 , 

und wir können den Satz aussprechen: 

Die Verbindungslinie zweier konjugierten Punkte 
I 3;K, ■ berührt den von ihr umhüllten Ort in dem 
vierten harmonisehenPunkt, der dem drittenSchnitt- 
punkt % von | SSj | mit der C*' zugeordnet ist. 

Die Tangenten der S'" gruppieren sich zu Paaren, 
denn die dem Punkte % der C<'> zugehörige Strahleninvolution 
ist eine hyperbolische und hat zu einem Doppelatrahl |3£Si | "=x, 
folghch noch einen zweiten Doppelstrahl x^, der auch zwei 
konjugierte Punkte i£'$'i der C^* verbinden muß (die aller- 
dings auch konjugiert- imaginär sein können). 

Da aus diesen beiden Paaren konjugierter Punkte das 
dritte folgt g^^,^ ^^^<^-^ ^^^^ (^^^,^^ ^^^.^ 
und die beiden Berührungspunkte 

%, und %[ 
auf den Strahlen | XXj |, j S'^'^ I die vierten harmonischen 
zu % zugeordneten sind, so folgt aus der bekannten Eigen- 
schaft des vollständigen Vierecks XXi^'X'i, daß %^ und %\ 
auf derselben Geraden liegen mit dem obigen dritten Paare 
konjugierter Punkte, also ist auch | %i%[ \ eine Tangente der 
S'^, und vrir schließen: 

Die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
zweier konjugierten Tangenten xx^ der S"" (s. o. 2.) 
ist selbst eine dritte Tangente der S'^X 

4. Da der Schnittpunkt © zweier konjugierten Tangenten 
xx^ der ®''> auf der C" liegt und der Mittelpunkt einer 
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Strahleninvolution ist, deren DoppelsU'alilen xXi sind, und 
deren Straklenpaare immer nach einem Paare konjugierter 
Punkte der C'^' hingehen, so können wir auch sagen; 

Jedes Paar konjugierter Punkte der C<=' wird 
durch jedes Paar konjugierter Tangenten der ^'■" 
(oder durch jedes Paar konjugierter Strahlen xx^ 
des Gewebes) harmonisch getrennt. 

Nehmen wir nun irgend drei solcher Paare xx^ kon- 
jugierter Tangenten der S'^' oder, was dasselbe sagt, von 
drei Strahleninvolutionen beliebiger Punkte der C" die 

Dopuelstrahien - - 

'■'^ aa,, hOj, VC,, 

die nicht gerade die drei Seitenpaare eines vollständigen 
Vierecks sein mögen, so wird jede weitere Tangente der ®'^' 

]dc^,]^x 
die Eigenschaft Laben müssen, daß jedes der drei Strahlen- 
paare afl.j, bbi, cc^ die Punkte ScEi harmonisch trennt, also 
wird die Gerade x von den Strahlenpaaren aa^, ih^, cc, in 
drei Punktepaaren einer Punktinvolution getroffen, deren 
Doppelpunkte SKi sind. Hierdurch wird der Ort der Geraden 
X definiert als beschrieben von einer Geraden, auf welcher 
drei Strahlenpaare aa,, bh,, cc, Punktepaare einer Involution 
ausschneiden; dies ist aber die dual gegenüberstehende (rezi- 
proke) Aufgabe von derjenigen, welche in § 2, 1 den Aus- 
gangspunkt unserer Untersuchung bildete; wenn dort also 
eine Kurve dritter Ordnung C-*' resultierte, so muß hier eine 
Eurve dritter Klasse ®*'' hervorgehen,'' wie wir sie bereits 
(2.) in der That gefunden haben; und alle Eigenschaften 
welche wir fiir jene gefunden haben, müssen ins duale 
Gebiet übertragen auch für diese gelten. Die beiden 
dual gegenüberstehenden Gebilde C^' und S'"' treten 
hier zusammen auf, ohne aber wie beim Kegelschnitt (als 
Punktgebilde und Tangentengebilde aufgefaßt) identisch zu sein. 
Die hieraus hervorgehenden Eigenschaften und Er- 
zeugungsweisen der £f^' zu wiederholen erscheint überflüssig, 
da die Übertragung ins duale Gebiet ohne Schwierigkeit ist. 
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Auf den iünigen Zusammenliaiig der Kurven C^» und ^t^' 

einzugeben, werden wir noch mehrfaeb Gelegenlieit haijen. 

5. Wir beschränken uns bier zunächst darauf, drei solche 

Strahlenpaare 

aa,, oy,, cc,, 

wie sie zur Bestimmung der Si^"' notwendig und hinreichend 

sind, herzustellen, indem wir von drei ursprünglich gegebenen 

von einander unabhängigen Pnnktepaaren 

aSt„ S88„ 56,, 

welche zur Bestimmung der 6'*^* dienen, ausgehen. 

Seien die Scbnittpunlite 

(Sl«„ S88,)-c, 

(SBS8„ 66,) -a, 

(S6„ S(a,)-4, 

und werden die vierten harmonischen Punkte durch die 

Werte der Doppelverhältnisse bestimmt: 

(««, M,)--l, 

(««, ec',)--l, 

(88, tt,) 1, 

(8a,oa',) - - 1, 

(SS, aa,) 1, 

(66,66',)-- 1, 

die durch folgende Konstruktion gefunden werden können: 

(»6, 8,6,) - », («6„ 8,6) - »„ 

(6«, 6,«,) -6, (6«„ 6,a)-S„ 

(K8,a,8,)-s, (a8„a,8)-s,i 

1 aa, 1 - o, I 88, 1-6, I 66, 1 - c, 

ia»,l-<i, lee, I-., jgs.i-/-; 

(de) -Ol, («<•)- 6„ (/1>)-c„ 
(d6)-o',, (ec)-b'„ (fa)-c',; 
dann werden 

und 

sind die drei Stralilenpaare, welche zur Bestimmung dor ®'^' 
nöT.wendig und hinreieliend sind und die zum Äusgangspankt 
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der dual gegenüberstelieiiiäej! Untersuciiung diaiHii ItÖnnon, 
wie die drei ursprünglichen Punktepaare 

%%, SS,, es, 

zu der Unter sucliung der Kurve 0"' nnd ihrer Eigenschaften 
geführt hahen. 

Umgekehrt kann man. aucli vou den drei Htrahhinpaaien 

ausgehend zvi den Pnnktepaaren 

gelangen, was wir nicht weiter ausführen wollen, Die Über- 
tragung der gewonnenen Resultate führt aher auf ein dem 
Kegelschnittgewehe dual gegenüberstehendes Gebilde, welches 
noch besonders hervorgehoben werden soll. 

§ ?, Das Kegelsclmlttnetz. 

1. Ebenso wie die di-ei Punl 



als drei ausgeartete Kegelschnitte aufgefaßt werden konnten 
zur Bestimmung für ein ganzes Gewebe von doppelt-unend- 
lich vielen Kegelschnitten, können die drei Linienpaare 

aa■^, hb^, ci\ 
KU einem Gebilde von Kegelschnitten führen, welches man 
ein Kegelschnittnetz nennt und welches in analoger Weise 
mit der Kurve S""' ziisammenhängt, wie das Kegelschnitt- 
gewebe mit der C\ Beide Gebilde stehen aber auch unter- 
einander' in enger Verbindung, wie die C** und S'^'. 
Die beiden Linienpaare 

ö&j und cc^ 
bestimmen nämlich ein Kegelscbnittbüschel, welches die vier 
Grundpunkte hat 

(ic), {bc,), {\c), (öicO; 
einen beliebigen Kegelschnitt aus diesem Büschel wollen wir 

Ebenso bestimmen die beiden Linienpaare 
cCj und aa^ 
i Kegelsehnittbüscliel mit den vier Grundpunltten 
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(cß), (ca,), ic^a), {c^a;), 
Tind ein beliebiger demselben entnommener Kegelschnitt lioiläu 

endlicli bestimmen die beiden Linienpaare 

ffl«, nnd b\ 
ein Kegelscbnittbüacliel mit den vier Grundpunkten 

(cS), («60, (O.S), {«.S.), 
uad ein beliebiger aus demselben entnommener Kegelschnitt 
heiße C"'; dann bestimmen die drei Kegelschnitte 

ein ganzes Kegelschnittnetz Ton doppelt- unendlicher Mannig- 
faltigkeit (co*) oder eine einfach -unendliche Mannigfaltigkeit 
Ton Kegelscbnittbüscheln, deren Gesamtheit so zusammen- 
gefaßt werden kann; 

Ein veränderlicher Kegelschnitt 5<ä> werde aus dem 
durch die beiden Kegelschnitte B**' und 6'*^' bestimmten 
Büschel |;b(«0'^>] 

entnommen und zur Bildung eines neuen Kegels chnittbüs eh eis 

verwendet, dann erfüllen sämtliche Kegelschnitte Ä"'^' dieses 
variablen Büschels das Kegelschnittnetz, und es giebt keine 
andern Kegelschnitte des Netzes weiter, als die auf diese 
Weise konstruierten. 

2. Drei voneinander unabhängige Kegel schnitte 

(die nicht demselben Büschel angehören) bestimmen voll- 
ständig das Kegelschnittnetz, welches durch fortgesetzte 
Bildiing von Büscheln aus je zweien hergestellt wird. 

Irgend vier Kegelschnitte des Netzes sind der Bedingung 
unterworfen, daß sie in irgend einer Weise zu zwei Paaren 
vereinigt, zwei Kegelschnittbüschel bestimmen, welche alle- 
mal einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt haben (d. h. deren 
acht Grundpunkte auf einem und demselben Kegelschnitt 
liegen). 
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Die Gesamtheit iler in Linienpaare zerfallenden Kegel- 
seküitte des Netzes umhüllt die Kurve dritter Klasse S<^', 
und ein solches Linienpaar ist allemal ein Paar konjugierter 
Tangenten der Ä'*>, 

Die Kurve dritter Klasse S'^' ist der Ort einer Geradea, 
welche durch drei voneinander unabhängige Kegelschnitte 
des Netzes (und daher von eämtlichen Kegelschnitten des 
Netzes) in Punktepastren geschnitten wird, die ölner In- 
volution angehören, Die Doppelpunkte aller solchen Punkt- 
involutionen liegen auf der Kurve dritter Ordnung O-^'' und 
sind allemal ein Paar konjugierter Punkte derselben. 

Ist ein Kegelschnittbüschel luid zwei Gerade a, Oj ge- 
geben, auf ivelchen durch das Büschel zwei Punktinvolutioneu 
EE^ und t)^j in projektiver Beziehung und halbperspektiver 
Lage ausgeschnitten werden, so umhüllen die Verbindvuigs- 
linien entsprechender Punktepaare 

die Kurve dritter Klasse Si<* (vergl. § 3). 

Der Ort einer Geraden x. Der Ort eines Jr'unktes X, 

derenPoleinBezugaufdreivon- dessen Polaren in Bezug auf 

einander unabhängige Kegel- drei voneinander unabhängige 

schnitte ?t<^>, 58*^\ ©i^' (folg- Kegelschnitte A^^\ B'-% C<^> 

lieh in Bezug auf sämtliche (folglich in Bezug auf sä,mt- 

durch dieselben bestimmten liehe durch dieselben be- 

Kegelschnitte eines Gewebes) stimmten Kegelschnitte eines 

■wieder auf einer Geraden % Netzes) sieh wieder in einem 

liegen, ist eine Kiirve dritter Punkte $j sehneiden, ist eine 

Klasse^*\uuddieStrahlen3:xj Kurve dritter Ordnung C''^>, 

sind einPaar konjugierterTan- und die Punkte SX^ sind ein 

genten derselben. Der Schnitt- Paar konjugierter Punkte der- 

punkt {xx^) beschreibt die selben. Die Verbindungslinie 

Kurve dritter Ordnung C^>. | SSj | umhüllt die Kurve 
dritter Klasse t'^). 

Da aus zwei Paaren konjugierter Punkte der C^', näm- 
lich SS, und ^^1, immer ein drittes Paar 
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(ij), I.BO - 3, (X9„ S,9) - 8, 

folgt (§ 2, a), ao können die drei Verbindungslinien 

\m,\-x, laai-s, 183,1-2 

auch aufgefaßt werden als die Diagonalen eines vollständigen 
Yierseits, dessen drei Paar Gegenecken XSEj, %'^i, 33i sind. 
Dieses Diagonaldreiseit xys ist aber bekanntlich ein gemein- 
schaftliclies Polardreiseit (selbstkonjugiertes Dreiseit) für sämt- 
licbe Kegelschnitte der Schar, welche dem vollständigen Vier- 
eeit einbeschrieben werden können, und diese Kegels chnitt- 
schar gehört dem Gewebe an. Wir können daher auch sagen: 
Die Kurve Ä'^' wird umhüllt Die Kurve C<^' wird erfüllt 
vonsämtlichenStrahlentripeln, von sämtlichen Punkttripeln, 
welche die je drei Seiten jedes welche die Ecken jedes Polar- 
Polardreiseits bilden, das irgend dreiecks bilden, das irgend 
zwei Kegelschnitten des Ge- zweiKegelschnittendesNetzes 
webes gemeinsam ist. gemeinsam ist. 

Alle diese Resultate folgen durch duales Übertragen 
aus den bereits früher abgeleiteten. Den vermittelnden Zu- 
sammenhang der dual gegenüberstehenden Gebilde, einerseits 
des Kegelsehnittgewebea und des Kegelschnifctnetzes, anderer- 
seits der Kurven C'^* und ®"', bildet der Satz: 

Jedes Punktepaar, welches als ausgearteter 
Kegelschnitt des Gewebes auftritt, ist ein Paar 
konjugierter Punkte für sämtliche Kegelschnitte 
des Netzes, und jedes Linienpaar, welches als aus- 
gearteter Kegelschnitt des Netzes auftritt, ist ein 
Paar konjugierter Strahlen fttr sämtliche Kegel- 
schnitte des Gewebes, 

Je zwei konjugierte Punkte der C^' (ausgearteter 
Kegelschnitt des Gewebes) werden durch je zwei 
konjugierte Tangenten der ffi'*' (ausgearteter Kegel- 
schnitt des Netzes) harmonisch getrennt. 

3. Der Zusammenhang der Kegelschnitte S'*' des Ge- 
webes mit den Kegelschnitten Jf*^' des Netzes tritt noch 
vollständiger hervor durch folgende Betrachtimg; 
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Nelmiüii wir irgend drei Kegelschnitto 

des Gewebes, welche dasselbe bestimmen, also nicht einer 
Schar angehören, so bestimmen die beiden Kegelschnitte 

^(2) nnd S<ä' 
eine Schar, die ein gemeinsames Polatdreieck hat; wir be- 
zeichnen die Ecken desselben mit 

und die Seiten mit 

1 i^ä ! = *■, \u ,-y> I i'^ 1 = ^. 

dann sind x, y, e Tangenten der S*^', wie wir wissen (denn 
die drei Pole von x in Bezug auf %'-''^, 58'^*, S'^' liegen auf 
einer Geraden u. s, w.). 

Sei also der Pol von x in Bezug auf 9i*-' der Punkt J; 
und „ „ „ ?/ „ „ ., 9[<^' „ „ t)i 
„ „ „ „ s „ „ „ «'" „ „ S>, 
dann werden 

die konjugierten Tangenten zu x, y, B sein für die Kurve S'"', 
sodass also 

drei Paare konjugierter Tangenten der W'^' sind. Da nun 
aber für den Kegelschnitt 3('^^ das Dreieck Ei^iäi "^'^ 
Polarflgur des Dreiseits xijb ist, dessen Ecken (i/s) = J, 
[ix) = t), (iC)/) == z sind, so müssen sich nach einem be- 
kannten Satze (Th. d. K. S. 155) die drei Verbindungslinien 

UEiI, U^.I, läiil. ^■^■ 

in einem Punkte t schneiden, weil ein Dreieck und seine 
Polar Jigur rück sichtlich eines Kegelschnitts allemal per- 
spektiv liegen. 

Wir haben daher folgende vier Punkte 

i^yh) - i, 
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(sxp,) = i), 
(^iJ/i%) = t, d.h. 
die drei Lmienpaare 

gehören als drei Seit«npaare einem YoUständigen Viereck 
(jQät) an, und da diese drei Linienpaare drei ausgeartete 
Kegelschnitte des Netzes sind, so aind %, g, j, t die vier 
Gnmdpunkte eines Kegelschnittbüschels, welches dem Netze 
angehört. Dies giebt folgenden Satz: 

Wenn man von zwei Kegelschnitten dea Gewebes 
das gemeinsame Polardreieck ermittelt, dessen drei 
Seiten Tangenten der St*"' aind, ao schneiden aich 
die zu denselben drei konjugierten Tangenten der 
S<8) in einem Punkte, und derselbe bildet mit den 
drei Ecken des Polardreieoks ein vollständiges Vier- 
eck, die vier Grundpunkte eines Kegelschnitt- 
büschels, welches dem Netze angehört. 
Und dual gegenüber: 

Wenn man von zwei Kegelschnitten des Netzes 
das gemeinsame Polardreieck ermittelt, dessen drei 
Ecken Punkte der C^* sind, ao achneiden die drei 
Seiten desselben die C" in drei neuen Punkten, 
welche auf einer Geraden liegen (diese sind nämlich 
die drei konjugierten Punkte der C^' zu den Ecken des 
Polardreiecka). Diese neue Gerade bildet zusammen 
mit den drei Seiten des Polardreiecks die vier Seiten 
eines vollständigen Vierseits, dem eine Kegelsehnitt- 
schar einbeschrieben werden kann, welche dem Ge- 
webe angehört, 

4. Ebenso, wie wir in 3. nur die beiden Kegelschnitte 
^(2> tind S'^' des Gewebes in Betracht zogen, können wir 
jetzt die beiden Kegelschnitte 

glä) und t<^' 
nehmen und von ihnen ausgehend dieselbe Betrachtung an- 
stellen; dann erhalten wir ein zweites Kegelachnittbüschel 
des Netzes mit den vier Grundpunkten %', 9', j', t', und da 
zwei Kegelachnitte dea Netzes immer einen gemeinsamen 
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Kegelschnitt haben müssen, d. h. a.ucli ihre Grundpiiiikte 
selbst auf einem Kegelschnitt liegen (2.) so sehen wir, ckß 
die acht Punkte 

S» 9. h i, t\ W, h, t 
auf einem Kegelschnitt des Netzes liegen müssen; diü^er 
ist schon dnrch die sechs Punkte 

"&, H- h i', 9'; i', 
die Ecken zweier Polar drei ecke rücksichtlich des Kegel- 
schnitts S'^', mehi' als bestimmt; bekanntlich liegen solche 
sechs Punkte immer auf einem Kegelschnitt. Daß dieser 
nun dem Netze angehört, ist das gewonnene Resultat, durch 
welches die Kegelschnitte des Gewebes zu denen des Netzes 
in eine enge Verbindung treten, was sich folgendermaßen 
aussprechen läßt: 

Irgend zwei Kegelschnitte des Gewebes haben 
ein gemeinsames Polardreieck; nimmt man zwei 
solche Polardreiecke, so liegen die sechs Ecken 
derselben auf einem Kegelschnitt des Netzes. 
Und andererseits: 

Irgend zwei Kegelschnitte des Netzes haben 
ein gemeinsames Polarrlreieck; nimmt man irgend 
zwei solche Polardreiecke, so berühren ihre sechs 
Seiten allemal einen Kegelschnitt des Gewebes. 

Hiernach lassen sich aus drei zur Bestimmung des Ge- 
webes notwendigen und hinreichenden Kegelschnitten sofort 
drei Kegelschnitte ermitteln, welche das zugehörige Netz 
bestimmen oder umgekehrt, was keiner weiteren Ausführung 
bedarf. 

5. Wir wollen noch auf einen unmittelbaren Zusammen- 
hang der Kurven C^' und ^<"' hinweisen. 

Aus jedem Punkte ^ der 0'^' gehen im allgemeinen 
drei Tangenten an die ®<'l, nämlich die Verbindungslinie 
[ ^^i I, welche ^ mit seinem konjugierten Punkte ^j ver- 
bindet und außerdem die beiden Doppelstrahlen derjenigen 
Strahleninvolution, welche dem Punkte ^ rücksichtlich 
sämtlicher Paare konjugierter Punkte auf C"* zugehört. 
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Wir wollen jetzt nach solchen besonderen Punkten % 
der C'^' fragen, für welche der erste Straii! mit einem der 
beiden letzteren zusammenfällt. Wäre dies der Fall und %^ 
der konjugierte Punltt zu %, so müßte ( %%i \ ein Doppel- 
strahl der zu % zugehörigen Strahleninvolution sein; die 
beiden übrigen Punlite, in welchen dieser von % ausgehende 
Doppelstrahl die C<^> ti-ifft, müßten also konjugierte Punkte 
sein; einer derselben ist nun 5Ej, der andere müßte sein 
konjugierter Punkt, d. h. % selbst sein; also müßte die Ge- 
rade I %%^\ in % dieC'"' berühren; wenn also ein Punkt X 
von der verlangten Art auf der C^' existiert, so muß seine 
Tangente als dritten Schnittpunkt mit der C*^' den kon- 
jugierten Punlit %y haben. 

Eine solche Gerade l^^il ist aber zugleich Tangente 
der Ä'^' und hat ihren Berührungspunkt mit derselben in 
dem vierten harmonischen zu %y zugeordneten Punkt (§ 6, 3) 
rücksichtlich des Paares %%i. Da nun von den vier har- 
monischen Punliten in % zwei zusammenfallen, so muß auch 
der dritte in denselben hineinfallen, während der vierte %^ 
getrennt liegt. Hieraus erkennen wir, daß die Gerade | XIi | 
in % auch die Kurve ^'^' berührt, also: 

Die Kurven C^' und S^'" berühren sich in den- 
jenigen Punkten, in welchen sie sich begegnen 
(d. h. sie haben in jedem solchen Punkte dieselbe 
Tangente); die Anzahl ihrer gemeinschaftlichen 
Punkte reduziert sich also, da sie paarweise zu- 
sammenfallen, auf die Hälfte (^^^'^ = 9). 

Der zu einem solchen Punkte % konjugierte Punkt %^ 
der C' und die zu einer solchen Tangente t konjugierte 
Tangente ^ der ^**i besitzen eine merkwürdige Eigenschaft. 
Die Tangenten in zwei Itonjugierten Punkten der C*"* müssen 
sieh bekanntlich wieder in einem Punkte auf der C'^^ 
schneiden, also auch die beiden Tangenten in % und X,; 
die Tangente in % schneidet aber die 0^'' nur noch in %^, 
also muß die Tangente in %^ ihren dritten Schnittpunkt 
mit der C' wieder in %^ haben, d. h. Xj muß ein Wende- 
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puiikt der C^^' sein, oder die Tangente in demselben hat 
mit der Kurve drei zusammenfallende Punkte gemein. Wir 
acliliel^en also: 

Die zTi den gemeiuscliaftliclien Punkten der €'■' 
und t<äi konjugierten Punkte der C<^> sind die Wende- 
punkte derselben, und ebenso: 

Die zu den gemeinsehaftliclien Tangenten der 
f <*> und C<^1 konjugierten Tangenten der S«) sind die 
Rtlckkebrtangenten derselben. 

(RückkelirtangenVe einer Kurve ist eine solche, für deren 
Berührungspunkt drei uneadlich-benacbbarte Tangenten in 
eine zusammenfallen.) Über die Anzahl, Realität und Kon- 
figuration der Wendepunkte der C^' (oder der Rückkehr- 
tangenten der S^") wird uns eine spätere Untersuchung auf- 
klaren. i§ 28.) 

§ 8. Die C'ä) „,1,1 if(S) als Tripeikurveii. 

1. Wenn wir ein gemeinsames Polardreieck für irgend 
zwei Kegelschnitte des Netzes, also auch für das ganze durch 
dieselben bestimmte Büschel des Netzes ein Tripel von 
Punkten nennen, und wenn wir ein gemeinsames Polar- 
dreiaeit für irgend zwei Kegelschnitte des Gewebes, also 
auch für die ganze durch dieselben bestimmte Schar des 
Gewebes ein Tripel von Strahlen nennen, so ordnen sich 
sowohl die Punkte der C'^-* als auch die Tangenten der S'^' 
zu Tripeln, in ähnlicher Weise wie sie früher durch die 
Paare konjugierter Punkte und konjugierter Tangenten sich 
zu Paaren ordneten. Solche Punkttripel der C' und Stiahlen- 
tripel der ^•"> besitzen ähnliche Eigenschaften, wie die 
vorigen Punkt- und Tangentenpaare. Die durchweg parallel 
laufende Betrachtung der dual gegenüberstehenden Gebilde 
doppelt durchzuführen erscheint überflüssig; wir werden uns 
daher vorzugsweise auf die Untersuchung der C^' als Tripel- 
kurve beschränken. 

2. Wenn wir von einem beliebigen Punkte ^ der C-^' 
die Polaren in Bezug auf sämtliche Kegelschnitte eines 
Büschels 
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welches dem Netze angehört, konstruieren, so laufen diese 
bekanntlich durch einen festen Punkt ^j der C" und hildeii ein 
einfaches StrahlMschel [^,], welches mit dem Kegelschnitt- 
biischel projektiv ist (§ 4, 5), sodaß zu jedem Kegelschnitt des 
Büschels ein bestimmter Sti-ahl des Strahlbüschels [^J zu- 
gehört; aber auch umgekehrt wird zu jedem beliebigen durch 
^1 gezogenen Strahl g ein einziger bestimmter Eegelscbnitt 
aus dem Büschel [jG*^'C'"J zugehören, welcher durch die ge- 
forderte Bedingung vollständig und eindeutig bestimmt ist. 
Sei nun dieser Kegelschnitt des Büschels 

für den % und g Pol und Polare sind; in gleicher Weise 
können wir aus dem Büschel 

des Ketzes den bestimmten einzigen Kegelschnitt 

ermitteln, für welchen % und g Pol und Polare sind; dann 
haben die beiden Kegelschnitte 

^,(" und J^j«i 
gleichzeitig ^ und g zu Pol und Polare, folglich auch das ganze 
durch sie bestimmte Büschel 

lA"' £/'>]. 

Mithin ist der willkürliche Punkt % der C<'^l ein Tripel- 
punkt (Eckpunkt eines gemeinschaftlichen Polardreiecks) für 
ein gewisses dem Netze angehöriges Kegelschnittbüschel, 
und die beiden andern TripeSpunkte (die beiden übrigen Ecken 
des gemeinsamen Polardreiecks) müssen natürlich auf g und 
gleichzeitig auf C'^' liegen; folglich sind sie die beiden übrigen 
Schnittpunkte der durch ^| gezogenen Geraden g mit der C<'>. 

Da die Gerade g übrigens willkürlich durch den Punkt 
$j angenommen . wurde, so wird auch noch ein zweiter 
Tripelpunkt auf der C'^' willkürlich anzunehmen sein; der 
dritte Tripelpunkt ist aber dann vollständig und eindeutig be- 
stimmt. Wir dürfen demnach folgendes Resultat aussprechen: 
Zwei Punkte $ und O der C«"' dürfen beliebig 
als Ecken eines Tripels derselben (gemeinsames 
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Polardreieek für gewisse zwei Kegelsetnitte des 
Netzes) angenommen werden; der dritte Tripelpuiikt 
ff{ wird dann eindeutig dadurch bestimmt, daß man 
O mit dem zu $ konjugierten Punkt ^| der C'<^> ver- 
bindet und den dritten Schnittpunkt Ül ermittelt. 

Hieraus folgt, da es nur einen dritten Tripelpuntt 3t 
gieht, daß derselbe auch hervorgehen muß, wenn man $ mit 
dem zu C konjugierten Punkte Dj verbindet und den dritten 
Schnittpunkt dieser Verbindungslinie auf der C-''^ aufsucht; 
also muß ^^^^^ ?|JO.)^^ 

sein, was denn auch bekanntlich ein Punkt der C*^' ist, 
weil 5|J$i und D£l| zwei Paare konjugierter Punkte der 
C-^' sind; der zu 9t konjugierte Punkt ist nun 

und da somit 5ß[ Oj ?ßj in gerader Linie liegen, so können 
wir den Satz aussprechen: 

Schneidet eine beliebige Gerade die C'^* in den 
drei Punkten ^| Q, 5ft,, so bilden die drei konjugierten 
Punkte $, Q, 3t zu denselben allemal ein Tripel von 
Punkten der C«'. 

Hieraus schließen wir auf die Mächtigkeit der Punkt- 
tripel einer C'^'; sie ist nämlich gleichgroß mit der Mächtig- 
keit der Oeraden, welche sich in der Ebene ziehen lassen 
(oc^), eine doppelt-unendliche Mannigfaltigkeit 

Auch gilt der umgekehrte Satz: 

Die zu drei Tripelpunkten einer C"" konjugierten 
Punkte liegen allemal auf einer Geraden und sind 
nichts anderes, als die dritten Schnittpunkte der 
drei Seiten des Tripeldreiecks mit der C<^>, 

-Da wir zwischen den sechs Punkten 5|J^j, DD,, St^tj vier 

I ^0,9t I, I^QSR. !, ! ^lOat ■, ,$iD,3ti| 
haben, so haben wir gleichzeitig vier Tripel 

%£l%, $iOi9t, ^^1%, ^Ö3i. 
3. Hieraus folgt zugleich eine charakteristische Eigen- 
schaft jedes Punkttripeis einer C"). 
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Zuvörderst ist nämlich klar, daß irgend zwei Tripel 
der C> allemal sechs Punkte eines If egelscbnitta 
sein müssen, weil zwei Büschel des Netzes immer einen 
Kegelschnitt gemein haben und zwei Polardreieeke für einen 
Kegelschnitt selbst ihre sechs Ecken auf einem andern 
Kegelschnitt haben. 

Gehen wir also von einem Tripel ^QÜt der C"* aus und 
bestimmen ein zweites 3|J'£l'Sß' dadurch, daß wii' ^' un- 
endlich nahe an ^ und C unendlich nahe an D heran- 
rücken lassen, dann muß auch 31' unendlich nahe an M heran- 
rücken, denn es giebt nur einen dritten Tripelpunkt zu ^ 
und O, der in Jft hineinfallen muß; der Kegelschnitt, welchei- 
in Sfä und £l die C<^' berührt, wird sie dalier auch in ^ be- 
rühren müssen, und wir erhalten den Satz: 

Eid Tripel von Punkten der C<=" besitzt allemal 
die Eigenschaft, daß ein Kegelschnitt die C™ in 
solchen drei Punkten berührt. 

Nehmen wir insbesondere für zwei voü den willkürlich 
zu wählenden Punkten eines Tripels der C' zwei konjugierte 
Punkte^ und^^, so wird der zugehörige dritte Tripelpunkt 
nach dem Vorigen der zu dem dritten Schnittpunkt @ der 
Kurve mit der Verbindungslinie | ^ß^ß, | konjugierte Punkt @j 
sein, d.h. derjenige, in welchem sich die beiden Tangenten 
an ^ip und ^^ schneiden; und in der That bilden auch die 
beiden Strahlen | @,^ ] und | ©i^j ] einen ausgearteten Kegel- 
schnitt, von dem man sagen darf, daß er die C^* in den 
drei Punkten des Tripels ^,^i,©i berührt, weil ©i ein 
Doppelpunkt dieses Kegelschnitts ist. Hiemach treten also 
die Tripel in gewissem Sinne als Erweiterung des Begriffes 
der konjugierten Punktepaare auf. 

Da zwei Punkte eines Tripels immer willkürlich auf 
der 0*^' angenommen werden können, so läßt sich der obige 
Satz, wonach zwei Tripel sechs Punkte eines Kegelschnitts 
sind, auch so umkehren: 

Legt mau durch drei Tripelpunkte der ^'^' einen 
beliebigen Kegelschnitt, so schneidet derselbe die 
C<'' allemal in drei neuen Punkten eines Tripeis. 
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Hieraus geht gleichfalls die doppelt -unendliche Mannig- 
faltigkeit (oo^) der Tripel hervor, und es läßt sich der Zu- 
' derselben übersehen. 



Wir bemerken noch den aus dem Vorigen sicli er- 
gebenden Satz: 

Hält man einen Punkt ?ß der C'^' als Eckpunkt 
eines Tripels fest, so giebt es zu ihm unendlich 
viele Paare von Punkten Cl und SR, welche die 
beiden übrigen Ecken des Tripels sind; diese liegen 
immer so aufderCf^l, daß ihre Verbindungslinie ID^I 
durch, einen und denselben festen Punkt der C^' geht, 
nämlich den Punkt ^^, welcher zu $ konjugiert ist. 
4. Gehen wir von zwei Paaren konjugierter Punkte ^tSI, 
und S)S^ aus, welche das dritte Paar 

(3(33, 9(,S,) = e und (5t58„ 3C,58) = e, 
liefern, so bestimmen die vier Geraden 



eine Kegel schiiittschac des Gewebes und bilden ein voll- 
ständiges Vierseit, dessen drei Diagonalen 
|2t?tJ, |«SS, I, |6©, 1 
sind; die Durchschnittspunkte derselben 

(^SB,, eS,)-n. (SEi, 3t9tO-6, (3(St„S8«0-c 
bilden ein gemeinsames Polardreieck für sämtliche Kegel- 
schnitte der Schar. 

Nennen wir die dritten Schnittpunkte der C^' mit 
den Geraden | g^^^ |^ [ ^^^ |^ | gg^ | 

V, 1, t 

und nehmen aas der vorigen Kegelschnittschar, für welche 
nie ein Polardreieek ist, denjenigen besonderen Kegel- 
schnitt ^'^' heraus, welcher die Verbindungslinie 

berührt, dann geht aus ^ an ihn die eine Tangente | fiq [ 
und das Paar konjugierter Strahlen \ pi | und j po | rücksicht- 
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lieh des Kegelschnitts S'^', weil a der Pol von ] l^t) = 3l?l, 
ist; folglich ist die aridere Tangenie t aus p an S'^' der 
vierte harmonische Strahl zu \\)C\\ zugeordnet riicksichtlich 
des Paares | ^)b | und \\>a\. 

Ebenso geht aus q außer der Tangente | c\\) \ noch eine 
zweite Tangente f an Ä'^', welche von jener harmonisch 
getrennt wird durch das Strahlenpaar | (\a \ und | (\i |. 

Die beiden Tangenten t und t' sehneiden sieh in dem 
vierten harmonischen Punkt auf | ab | e:^ | SS, |, welcher 
von dem Schnittpunkt (pq, ab) harmonisch getrennt wird 
durcli das Punktepaar ab. 

Nennen wir diesen Schnittpunkt vorläufig 

(H')-t'; 

dann müssen, weil die Seiten der beiden Dreiecke 

?(59K, und vqc' 
denselben Kegelschnitt ^<^' berühren, ihre sechs Ecken auf 
einem Kegelschnitt liegen. Die drei Punkte %, S, Sj bilden 
aber ein Punktetripel der C<*', weil ihre konjugierten Punkte 
^t^SiS auf einer Geraden liegen (2.), also muß dieser Kegel- 
schnitt der C' in drei weiteren Punkten begegnen, die eben- 
falls ein Tripel bilden; von diesen sind p und q zwei Ecken; 
zu ihnen giebt es nur einen einzigen bestimmten dritten 
Tripelpunkt und derselbe muß offenbar r' sein, also auf 
I ab I ^ I SS, I liegen; es giebt aber auf | SG^ | nur noch 
einen dritten Punkt der C', nämlich r, folglich muß identisch 

r' 3". c 
sein, und wir erhalten den Satz: 

Sehneidet eine beliebige Gerade die 6'*^^' in drei 
Punkten 31, S, S, deren konjugierte Pnukte 3li,Si,Si 
seien, so bilden die drei Punktepaare ^I5[,, SSSi, föS 
die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vier- 
seits; die drei Diagonalen desselben \n%\, |SS5ß,| 
I S©! I begegnen der C'^* in drei neuen Punkten p, q, ; 
welche ein Tripel der C'^' bilden. 

Da p, q, t Tripelpnnkte der C'^' sind, so müssen ihre 
drei konjugierten Punkte Vi,qi,v, auf einer Geraden liegen. 
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Dies sind aber bekanntlicli diejenigen drei Punkte, in welchen 
die Tangenten in 3158® (oder in StiSÖ,®,) zum dritten Mal 
der C**' begegnen; wir erhalten daher den doppelten Satz; 
Schneidet eine Gerade die C^' in drei Punkten 
?t, S, S, so treffen die Tangenten in denselben die 
C*'' zum dritten Mal in drei neuen Punkten, welche 
wieder auf einer Geraden liegen, und: 

Zieht man in drei Tripelpuukten St,, S[, ßj einer 
6''^' die drei Tangenten, so treffen dieselben die C' in 
drei neuen Punkten, welche auf einer Geraden liegen. 
(Sind insbesondere die drei Punkte 31, 58, E auf der 
unendlich entfernten Goraden g^ gelegen, werden also die 
drei Tangenten in den unendlich entfernten Punkten der C^' 
die Asymptoten derselben, so müssen diese ebenfalls der C> 
in drei neuen Punkten begegnen, welche auf einer Geraden 
liegen.) 

5. Die letzten beiden Sätze sind nur spezielle Fälle 
von etwas allgemeineren, zu denen wir auf folgende Weise 
gelangen: 

Schneide eine beliebige Gerade die C-'-' in drei Punkten 
3(, Si, S, deren konjugierte 3Ii, 58,,ß[ seien, und eine be- 
liebige zweite Gerade die G<^' in den Punkten ?t', S', S', 
deren konjugierte §(j,58|, ©[ seien, dann liegen bekanntlieh 
(2.) diese zwölf Punkte zu je dreien auf folgenden acht Ge- 
raden 

|9IS5eH</, i Sl'S'ß' H '^'^ 

|3t58,e,i = «, I ^'5s;e; ! = (/', 
|Sß®,3ij = &, |S'e;3t;i = v, 

mid diese acht Geraden berühren einen und denselben Kegel- 
schnitt des Gewebes, wie wir wissen (§ 3, 5). 

Aus sechs Tangenten des Kegelschnitts können wir 
ein Brianchonsches Sechsseit bilden und für dasselbe den 
Brianchonschen Punkt (Durchsehnittspunkt der drei Ver- 
bindungslinien der Gegeneeken) aufsuchen. 

Wenn wir immer das BriancLonsche Sechsseit voran 
und den zugehörigen Brianchonschen Punkt als Durch- 
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schnittspunkt dreier Geraden darunter sclireiben, so erhalten 
wir folgendes Schema: 

I adha'ä'U 

' \ I %%' 1, I S88' !, I aV, ha' ]; 

. i bdcVd'c' 

> \ I 88' i, 1 86' ', 1 h(!,eV I; 

' l I SS' !, I aa' I, \ca<,ao' ; 

j icaS'rfa' 

' l I «■«; l> : a.Si' !, I «!>', !-»' :; 

p., f cahdcii/ 

' l 1 8i8; I, |ISiK; 1, I *e', ci' ; 

1 ahecib'd 

\ 1 «iS; 1, 1 a,a; |, i »»', ne' i; 

' \ \ ah', ha' \, 1 I«?, ci' |, | ea',ac' \. 

Hieraus wird nun ersichtlich, daß die heiden üreiseite 
I 9tS[' !, i 838' !, I SS' I und 

ia,a;i, i»,a;!, s,e; i 

Perspektive Lage hahen, weil die drei Verbindungslinien 
ihrer entsprechenden Ecken durch einen Punkt laufen [nach 7.)] ; 
folglich müssen auch die drei Schnittpunkte ihrer ent- 
sprechenden Seiten auf einer Geraden liegen; nennen wir 
diese Schnittpunkte 

(««', a,«;)-a", 
(as',8,8;)-8", 

(KS', SA') -6", 
so sind dies oifenbar die dritten Schnittpunkte der drei Ge- 
raden I aä' I, I 88' I, I SS' I mit der C"\ Wir erhalten 
also den doppelten Satz: 

Trifft eine Gerade g die Cm in den drei Punkten 
31, Si,S und eine beliebige zweite Gerade g' die C'^l 
in %', S8', S', und man verbindet die drei ersten Punkte 
in irgend welcher Weise mit den drei letzten durch 
drei Gerade 
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1 %m' 1, 1 sßö' I, I es' I, 

SO treffen diese drei Verbind ungaliiiien die C^"^ in 
drei neuen Punkten einer Geraden. 

(Die Zuordnung der drei ersten zu den drei andern 
Punkten ist dabei ganz irrelevant.) 
Andererseits : 

Hat man zwei beliebige Tripel ?t[S,S| und 
3(JSiJSI der C*"', und man verbindet die drei ersten 
Puntte in irgend welcber Weise mit den drei letzten 
durch drei Gerade \ %,%[ \, \ SS.SS; 1, 1 ©,&[ |, so treffen 
diese drei Verbindungslinien die C"> in drei neuen 
Punkten einer Geraden. 

(Die Zuordnung der drei ersten Punkte zu den drei 
andern ist dabei ganz irrelevant.) 

Fallen in diesen beiden Sätzen insbesondere die ge- 
strichenen Punkte mit den ungestrichenen zusammen, so 
erhalten wir die Sätze von 4. Fügen wir noch zu den 
obigen Punkten W, 93", ©" ihre konjugierten %[', 23,", S" 
hinzu, nämlich 

{%%[, 5£,?[')-3t;', 

(e©;, ©,©') = e;', 

so bilden offenbar 9t", ^[', S" ein Tripel der C'!''', und wir 
können den dritten Satz aussprechen: 

Trifft eine Gerade g die C'<=> in den drei Punkten 
S(j S, ®, nimmt man ferner ein beliebiges Tripel 
%[, 95;, 6; der C<» und verbindet die drei ersten 
Punkte in irgend einer Weise mit den drei letzten 
durch drei Gerade \mi[\, \^^[\, \^m, so treffen 
diese drei Verbindungslinien die C>^' in drei neuen 
Punkten, welche ein Tripel der C'^' bilden. 

(Die Zuordnung der drei ersten Punkte zu den drei 
andern ist dabei ganz irrelevant.) 

Auch diese Sätze sind nur spezielle Falle von noch 
allgemeineren, zu denen wir im nächsten Paragraphen ge- 
langen. 
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§ 9, Erzeugung der C*® vermittelst eines Kegelschnitt- 
büschels und eines mit ihm projektiTCn Strahlbüschels. 

1. Nehmen wir irgeud viet Punkte der C<^' 
91, 58, S, S) 
und ziehen die Geraden | §159 | und | K23 |, welche resp. in 
Cj und Cj der Kurve zum dritten Mal begegnen, so müssen 
nach dem in § 8, 5 bewiesenen Satze die drei Verbindungs- 
linien I StS.j, I 93® I und I CjCj I der C^» in drei Punkten einer 
Geraden begegnen; ebenso müssen auch | 312) |, | SS | und 
I C[ Cg I der C*^) in drei Punkten einer anderen Geraden begegnen ; 
treffen also die sechs Seiten des voll stäntl igen Vierecks 
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so müssen sich 

U,o,l, I 6,6,1, |t,t,| 
in einem und demselben Punkte D der C*' begegnen. Diese 
drei Geraden sind also drei Strahlen eines Strahlbüschels D; 
die drei Linienpaare 

j 3199 I und I es !, I 3i6 I und ) SSS) |, | 6« j und | 91® ] 
können wir als drei ausgeartete Kegelschnitte des Büschels 
mit den vier Grundpunkten 91SSS® auffassen und den drei 
Strahlen des Strahlbüschels entsprechend setzen; durch 
drei Paare entsprechender Elemente ist eine projektive Be- 
ziehung zweier Gebilde gerade bestimmt. Wenn wir dem- 
gemäß das Kegelschnittbüschel [StS©®] auf die in §4,5 
angegebene "Weise auf ein einfaches Strahlbüschel reduzieren 
und dasselbe mit dem Strahlbüschel D durch diese drei 
Paare entsprechender Elemente in projektive Beziehung setzen, 
so haben wir dadurch das Kegelschnittbüschel |31SS®] 
selbst auf das Strahlbüschel D projektiv bezogen, so daß 
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den drei Linienpaaren desselben die drei Strahlen IDttiO^], 
iDtiifi^l, [OCiC^I des Strahlbüschels iD entsprechen. Nun 
wird jedem Kegelschnitt des Büschels [3tSG3)] ein be- 
stimmter Strahl des Strahlbüschels O und umgekehrt ent- 
sprechen, und wir können nach dem gesamten Orte der 
Durchschnittspunkte entsprechender Elemente der beiden 
projektiven Gebilde fragen. 

Dieser ist eine Kurve dritter Ordnung CJ"', denn eine 
beliebige Gerade g schneidet das Kegelschnittbüschel in einer 
Punbtinvolution, das Strahlbüschel D in einer einfachen 
Punktreihe und beide Gebilde stehen in projektiver Beziehung; 
sie haben aber, wie wir in § 4, 3 gesehen haben, im All- 
gemeinen drei incidente Punkte, in welchen ein Punkt der 
Pimktreihe mit einem Punkte des entsprechenden Punkte- 
paares der Punktinvulution zusammenfallen, und diese drei 
Punkte gehören dem gesuchten Orte an; derselbe ist also 
von der dritten Ordnung. [Wir können uns auch in folgender 
Weise davon überzeuji^en, daß das Erzeugnis beider pro- 
jektiver Gebilde eine Kurve dritter Ordnung ist: Die be- 
liebige Gerade g schneidet die Kegelschnitte des Büschels 
[^58®S)] in den Punktepaaren Eif^ einer Punktinvolution; 
die Strahlenpaare | DeJ, jDjgl liefern eine Strahleninvolutiou; 
ein beliebiger durch D gelegter Kegelschnitt H'^* schneidet 
das Strahlenpaar in t))l|j und die Durchbohrungssehne | t)|t)ä' 
läuft durch einen festen Punkt @ und beschreibt ein Strahl- 
büschel, auf welches das Kegelschnittbüschel reduziert wird. 
Dieses Strahlbüschei [@] ist mit dem Strahlbüschel [O] 
projektiv unserer Annahme gemäß, und die beiden projektiven 
Strahlbüsche! [®] und [D] erzeugen daher einen Kegel- 
schnitt 71^'-', welcher mit dem vorigen W--'> außer O noch 
drei Punkte im allgemeinen gemeinschaftlich hat. Dieselben 
mit D verbunden gehen drei Strahlen, welche offenbar g in 
den gesuchten drei Punkten des Ortes treffen, welche auf g 
liegen. Der erzeugte Ort ist daher eine Kurve dritter Ord- 
nung, weil er auf jeder beliebigen Geraden drei Punkte hat, 
von denen immer einer reell sein muß, während die beiden 
andern auch lionjugiert-imaginär sein können.] Das Er- 
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zeognia geht, wie unniittelbai- einleuchtet, durch die vier 
Grrandpunkte 31, 3}, S, ® des KegekchuittbOscliels und durch 
den Mittelpunkt D des Strablbüacliels, und enthält die 
sechs Punkte a^a^, i,%, CjC^, also schon elf Punkte unserer C-^K 
Da aber zwei Kurven dritter Ordnung nicht mehr als 
3.3 = 9 Punkte gemein haben können, ohne identisch zu- 
sammenzufallen, so ist die erzeugte Kurve C| mit unserer 
6''^' identisch. Hieraus erkennen wir den fundamentalen Satz: 
Wenn wir durch irgend vier Punkte 9t, S, ©, ® 
einer C^' ein Büschel von Kegelschnitten legen, von 
denen jeder der Kurve noch in zwei weiteren Punkten 
tih begegnet, so läuft die Sehne \%,%^\ beständig 
durch einen festen Punkt O der C'^' und beschreibt 
ein Strahlbüschel, welches mit dem Kegelsehnitt- 
büschel [9(Se®] projektiv ist. 

Wir wollen den von St^S® abhängigen Punkt D der 
C', der schon durch zwei Linienpaare bestimmt mrd, den 
Gegenpunkt des Punktquadrupels 9(S©® nennen. 

2. Wir können das gewonnene Resultat auch anders 
auffassen: 

Gehen wir von vier beliebigen Punkten der C'*' aus 
%, «, © und D 
und mögen die Geraden 

I SG I der 6''^] zum dritten Mal begegnen ir 
■ ©511 ,, „ „ „ „ „ „ "o,, 



■Oa, ! 
\0\ 



und 



1 werden nach dem obigen Satze (_§ 8, s), weil 
9t, S, C, auf einer Geraden liegen 

i,. \, S) „ „ 
auch (He dritten Schnittpunkte von 

I 9IbJ, I 356,!, I De, i 
auf einer Geraden liegen müssen; der erste ist ©, der dritte C^, 
also schneiden sieb ' St^ I und I Sc, ', in einem Punkte der C^'. 
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Weil ebenso 

^, 6, a, auf oiiior Geradon liegen 

so müssen auch die dritten SchBittpunkte von 

[Sc, I, IScJ, I Da,! 
auf einer Geraden liegen; der erste ist %, der dritte %, also 
sclmeiden sieb SCg| und | ^toj | in einem Punkte der C*^', 
Der Strahl iSc^. enthält aber nur noch einen dritten Kurven- 
punkt ®, also sehneiflen sich 

i sia^i, : m^i, ! Sc,, 

in einem und demselben Punkte © der Kurve C-^K Jetzt 
ist wiederum iD der Gegenpunkt des Punktquadrupels ?tS8S®, 
also jeder durch D gezogene Strahl des Sfcrahibüschels muß 
C'iä> in zwei Punkten g,, Jg begegnen, welche mit 9(586^ 
auf einem Kegelschnitt des Buscheis [^93S3)] liegen, und 
wir erhalten den Satz: 

Nimmt man iinf einer C* drei beliebige Punkte 
St, ^, S, und zieht durch einen beliebigen vierten 
Punkt D derselben Strahlen, deren jeder in zwei 
weiteren Punkten j,, j^ der C' begegnet, so wird der 
veränderliche Kegelschnitt [3tSSes,y, welcher durch 
diese fünf Punkte bestimmt wird, noch durch einen 
vierten festen Punkt ® der C"" laufen und ein 
Kegelsehnittbflschel besehreiben, welches mit dem 
Strahlbiischel [D] projektiv ist. 

3. Aus der Erzeugung der C'^» vermittelst eines Kegei- 
echnittbüschels und eines mit demselben projektiven Strahl- 
büschels können wir auch zurückgelangen zur ursprünglichen 
Erzeugung der C'^' (§ 3) vermittelst zweier Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halb-perspektiver Lage, 
wenn wir die Grimdpunkte des Büschels zweckmäßig wählen. 
Seien die Grundpunkte des Kegelschnittbüschels SI^®$ 
und der zugehörige Gegenpunkt ^j, so wird dem besonderen 
Kegelschnitt des Büschels, welcher durch ^, geht, als ent- 
sprechender Strahl des Strahlböschels ^i die Tangente der 
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C<'l im Punkte ^, zugehöreii. Wenn also diese Tangente der 
6'<^' zum dritten Male in X begegnet, so müssen die sechs 
Punkte 91, SS, S, ^, ^,, % auf einem Kegelschnitt liegen. 
In gleicher Weise müßte, wenn wir für die Grundpunkte 
eines erzeugenden Kegelschnittbüschels StSSlJ^i wühlten und 
^ der zugehörige Gegenpunkt wäre, der durch ?l58E^|5ß 
gelegte Kegelschnitt als sechsten Schnittpunkt mit der (''''> 
denjenigen Punkt haben, in welchem die Tangente in Sß an 
der C'^' derselben zum dritten Mal begegnet. Nun schneidet 
aber der durch die fünf Punkte 91, 95, ß, ?ß, ^, gelegte 
Kegelschnitt die C'^' nur noch in einem einzigen sechsten 
Punkte %, also müssen die beiden Tangenten der C'"^ in 5|J 
und ^, sich in einem Punkte % der C'" begegnen. 

Dies ist der Fall, wenn wir für ^ und ^^ ein Paar 
konjugierter Punkte der C*"' wählen (§ 2, ;); nehmen wir dies 
an, so hat sowohl das Büschel 

[9tSB6$] den Gegenpunkt ^^,, als auch 
[9t5ae9|S,] „ „ $. 

Da aber '^%% selbst ein Tripel von Punkten der C'^' 
bilden (§ 8, 3) und der durch dieselben gelegte Kegelschnitt 
der C' in StSBS begegnet, so müssen auch 3158E ein Tripel 
der C'^> bilden (§ 8, s), und wir erhalten den Satz: 

Legt man durch ein Punktetripel 9193© der C'»™' 
und einen beliebigen Punkt ^ derselben ein Büschel 
von Kegelschnitten, deren jeder der C*'" noch in 
zwei weiteren Punkten begegnet, so läuft die un- 
veränderliche Verbindungslinie der letzteren durch 
einen festen Punkt ^^| der C^', den konjugierten zu 
^ und beschreibt daher ein einfaches Strahlbüsehel 
$j, welches mit dem Kegelschnittbüschel projektiv 
ist; ebenso wie fflr das Punktquadrupel [SlSßE^] der Gegen- 
punkt ^i ist, ist auch für das Punktquadrupel [^®©^i] 
der Gegenpunkt ^, Wir erzeugen hierdurch die C'^' in 
doppelter Weise vermittelst eines Kegelschnittbüschels und 
eines mit ihm projektiven Strahlbüscheis. 

4. Legen wir nun durch ?158E^ einen beliebigen Kegel- 
schnitt und lassen denselben von dem entsprechenden Strahle 
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des Strahlbüschels $i in fi und 5^ durchschneiden , so ge- 
hören diese Punkte yermöge der Erzeugung der C'^' aus dem 
Kegelscbnittbüschel und dem mit ihm projektiven Strahl - 
büschel der C'^' an. Schneidet | ^ßji j die C''' zum dritten 
Mal in Xf^ und I^E^] die C'''> Kum dritten Mal in t),, so 
müssen infolge der zweiten Erzeugung auch 

auf einem Kegelschnitt liegen, dessen entsprechender Strahl 
, ^s,9, ; ist, und 9(Se9ß,E,l), 

auf einem Kegelschnitt liegen, dessen entsprechender Strahl 
I *£.!), I ist. 

Da aber ^Jil); auf einer Geraden liegen, ^Pj^tli auf 
einer zweiten Geraden liegen, so werden nach unserm obigen 
Satze auch die dritten Schnittpunkte der drei Verbindungs- 
linien ^ ^ I , ! E Ea I , I ?i Qa i auf einer dritten Geraden liegen 
müssen. Nun ist | ^$ | die Tangente in 5ß, welche in X 
schneidet; | E.jj | schneidet in ^j, also muß | t)|lJi | durch 
den dritten Schnittpunkt von I^^J gehen; dieser ist aber 
5ß, selbst, weil IX^^l die Tangente in ?ß, sein soll; also 
folgt, dali auch ^it)it)ä auf einer Geraden Hegen, und mithin 
5l^^?ßt),t)2 auf dem entsprechenden Kegelschnitt bei der 
ersten Erzeugungsart. 
Die vier Geraden 

nP,6S.I, |iP.t),ll,l, l*S.ll,l, I *£,!), 1 
bilden ein vollständiges Vierseit, dessen drei Paar Gegen- 
ecken ^^1, Ei^i, Eätla sind. 

Wenn wir nunmehr auf den vier Seiten zu ^ und ^ßj die 
zugeordneten vierten harmonischen Punkte aufsuchen, nämlich 

(J,&5|ä,S,)--l. 
(l,,t|,!|ä,i,l--l, 

(E,D,5ISl,)--l, 
SO bilden Jiägt, t^ ein Viereck, und es liegen bekanntlich 
äi äa $ a-Tif einer Geraden, 

und die Schnittpunkte 
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sind bekanntlicb identisch (Fig. 1). 

Lassen wir in die Figur die Bewegung eintreten, welche 
durch die projektive Beziehung der erzeugenden Gebilde ge- 
geben ist, so verändern sich mit EiEj^i^Js auch äij^tit^, aber 
es laufen | JiJä j durch den festen Punkt ^ und ItitJ 
durch den festen Punkt ^y. 



Wegen der harmonischen Beziehung geht durch j, die 
Polare von ^, rücksichtlich des Kegelschnitts [^l^ö^EiEj], 
und ^1 selbst i&t der Schnittpunkt dieser Polare mit dem 
entiprechpnden Strahle 1 ^lEiEa !■ Da die Polaren von ^j 
m Bezug d,uf & imtlithe Kegelschnitte des Büschels [?l581S?ß] 
ein Stiahlbüschel beschreiben, welches mit dem Kegelschnitt- 
ba-ichel projektiv ist, dieses aber mit dem Strahlbüscbel 
I ^iSiEä 1 projektiv ist, so folgt, daß der Punkt j, bei der 
Bewegung einen Kegelschnitt (das Erzeugnis zweier projek- 
tiven Strahlbüacliel) beschreibt. Denselben Kegelschnitt be- 
schreibt offenbar auch j^; die veränderliche Sehne j iiä^ | dieses 
Kegelschnitts läuft aber durch den festen Punkt ^, folglich 
wird das Sirahlenpaar 

eine Strahleninvolution beschreiben; wir ki5nnen also den 
Satz aussprechen: 
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Sind ^ und ^^ zwei Puulcte der C<« dereu Tan- 
genten sich in einemPunkte 2 der Kurve schneiden, 
und dreht man um ?ß einen Strahl, welcher in jj und 
t)^ der C'" begegnet, so beschreibt das Strahlenpaar 
l^jEil, !^i9äl eine Strahleninvolution, 

In ganz gleicherweise erkennen wir, daß das Strahlenpaar 
|iULls:!läE,l und [SPI.I^ISPE.I 
bei der projektiven Bewegung eine Strahleninvolution be- 
schreibt Diese beiden Strahleninvohitionen [$] und [?ßj] 
sind beziehungsweise projektiv mit den von | ^itjt^ | und 
"^äii'l beschriebenen einfachen Strablbüschelu, Diese beiden 
Strahlbüschel selbst sind aber projektiv (und zwar perspektiv 
gelegen); denn für die Strahleninvolution [^J wird jedes 
Strahlenpaar | ^J, | und | ^J^ 1 durch den festen Strahl 
] ^5ßj I und den veränderlichen Strahl | $ä,ä^ | harmonisch 
getrennt; folglieh ist das von | ^äij^ 1 beschriebene Sti-ahl- 
bflschel mit der von | ^ j, | und | ^g^ ] beschriebenen Strahieu- 
involution projektiv; mit letzterer ist aber auch das Strahl- 
büsehel | ^.tit^ | projektiv; folglieh sind die beiden von 
I ^itäs ! "^"^ ^'^'^ I ^i^i^ä I beschriebenen Strahlbüschel pro- 
jektiv und daher auch die beiden Strahleninvolntionen f^J 
und [^,1- 

Sie befinden sich aber auch in halbperspektiver Lage, 
weil dem besonderen Kegelschnitt 

welcher beiden Büscheln [3lSS?ßJ und [St93(i$J gleichzeitig 
angehört, für das eine das Strahlenpaar | Sß^% | und | ^j?ß |, 
für das andere das Strahlenpaar ] ^X [ und ] ?ß?|J, | zugehört, 
und da dies entsprechende Strahlenpaare der beiden pro- 
jektiven Involutionen [?ß] und [^,| sind und den Strahl 
I Sß^j j :l^ I ^1^ I gemein haben, so befinden sich die In- 
volutionen in halbperspektiver Lage. 

Hierdurch ist der Nachweis geliefert für die Identität 
der Erzengnisse bei den beiden verschiedeneu Er- 
zeugungsweisen; die Piinkte E,i%, l),^^ erscheinen in der 
Weise geordnet: 
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V,a.i Ulla IM, 
als Durch scknitt 3 punkte entspreclieiider Elemente aus dem 
Kegelsehnittbüscliel [2tSSE$] und dem ihm projektiven 
Strahlbüschel ^i; in der Weise geordnet: 

l,).), und Xi^, 
als Durchschnittsp unkte entsprechender Elemente aus dem 
KegelschnittbüscheJ [St^S^J und dem ihm projektiven 
Strahlbüsehel ^; in der Weise geordnet: 

El 9. ^^^ M^ 
als Durchschnitts punkte entsprechender Strahlenpaare zweier 
Strableninvolutionen [Sß] und |5ß, | in projektiver Beziehung 
und halbperapektiver Lage* 

5. Äua dieser allgemeinen Erzengungaweise der C> ver- 
mittelst eines Kegelschnittbüschels und eines mit demselben 
projektiven Strahlbüschels ergeben sich eine Menge Folge- 
i-ungen, von denen wir einige hervorheben wollen. 

Wenn wir einen beliebigen Kegelschnitt aus dem er- 
zeugenden Büschel [3t^S3)] herausnehmen und seine beiden 
übrigen Schnittpunkte mit C' durch ©, % hezeichnen, so 
■werden, weil auch das Linienpaar ] 9(33 | und j SS | dem 
Büschel angehört, die beiden dritten Schnittpunkte auf diesen 
Geraden in einer neuen Geraden liegen mit dem Gegenpunkt 
des Punktquadrupels ?t58S®, also auch mit dem dritten 
Schnittpunkt auf | ©5 !■ Dies giebt den Satz: 

Schneidet ein Kegelschnitt die C*^' in sechs 
Punkten 9t, So, ©, S>, @, g und zieht man drei Sehnen 
I 9158 I, I SSI, |®gi, so schneiden dieselben die C<« 
in drei neuen Punkten, welche in einer Geraden 
Hegen. (Die Gruppierung der sechs Punkte zu je zweien 
ist dabei völlig irrelevant); oder umgekehrt: 

Sehneidet eine Gerade die C-^^ in drei Punkten, 
durch deren jeden eine neue Gerade gezogen wird, 
welche der C<"' in zwei weiteren Punkten begegnet, 

* F. Scliur, Sjnthetisoher Beweis für die Identität einer Tripel- 
kuvve etc. (ScUemilclis Zeitsohr. Bd. XXIV.) 
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SO liegen die dadurch erhaltenen sechs neuenPunkte 
auf einem Kegelschnitt. 

Man kann insbesondere von diesen sechs Punkten drei 
in einen einzigen zusammenfallen lassen und erhält dann 
folgendes Ergebnis: 

Schneidet eine Gerade die C"' in drei Punkten tl, S, ß, 
und verbindet man dieselben mit einem beliebigen Punkt ^ 
der Ci8' durch drei Gerade |^9t|, \^^\, i^Sj, welche 
mit der C-^ die dritten Schnittpunkte Stj, Söj, S, haben, 
dami wird ein Kegelschnitt, welcher durch 9llS8[S^5ß geht und in 
S(J die Tangente der C''^> berührt, notwendig in diesem Punkte 
mit der C' drei zusammenfallende Punkte, d. h. eine dreipunk- 
tige Berührung haben. Der Krümmungskreis dieses Kegel- 
schnitts in '^ wird also gleichzeitig Krümmungskreis für die 
C'^1 im Punkte ^ sein und kann demgemäß konstruiert werden. 
6, Sind ®, SS, S, ® die Grundpunkte des erzeugenden Kegel- 
sehnittbiiscbels und D der zugehörige Gegenpunkt, also der 
Mittelpunkt des erzeugenden Sfcrahlbüschels, so wird, wie 
schon in 4. bemerkt wurde, das Sebnittpunktpaar g, J^ eines 
Busch eikegel Schnitts mit dem entsprechenden Strahl des 
Strahlbüsehels harmonisch geti-ennt durch und den Schnitt- 
punkt der Polare von D rücksichtlieh des entsprechenden Kegel- 
schnitts. Da aber bekanntlich die Polaren von D in Bezug auf 
sämthche Kegelschnitte des Büschels durch einen festen Punkt^iß 
laufen und einStrahlbüsehel besehreiben, welches mit dem Kegel- 
schnittb fische] projektiv ist, also auch mit dem erzeirgenden 
Strahlbüschel [O] projektiv sein muß, so erzeugen die Strahl- 
büsehel[D] und [^] einen Kegelschnitt und wir erhalten den Satz : 
Zieht man durch einen Punkt D der C'^' Strahlen, 
deren jeder in einem weiteren Punktepaare der C<*' 
begegnet, und bestimmt man zu D den zugeordneten 
vierten harmonischen Punkt rücksichtlich des 
Punktepaars, so beschreibt derselbe einen Kegel- 
schnitt, welcher durch SD geht und dieselbe Tangente 
in O hat, wie die C*"", 

Wir wollen diesen Kegelschnitt C'^' die konische 
Polare des Punktes O nennen; da sie schon in D zwei 
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zTisammenfallende Punkte mit der C' gemein hat, so schneidet 
sie dieselbe im allgemeinen noch in vier weiteren Punkten, 
die mit D yerbunden offenbar vier Tangenten aus D an die 
C<^^ liefern, weil bei vier harmonisclien Punkten, wenn zwei 
derselben zusammenfallen, auch der letzte in diesen binein- 
fallen muß. Wir sebließen also: 

Es gehen im allgemeinen aus einem Punkte O 
der C^' außer der Tangente in £> selbst noch vier 
Tangenten an die C'^'; die vier Berührungspunkte 
derselben Hegen auf einem Kegelschnitt D<% der 
konischen Polare von C, welcher in D dieselbe Tau- 
gente hat mit C'W. 

Nehmen wir einen dem Punkte D unendlich nahen 
Punkt £)' der C'*** und legen aus ihm die vier neuen Tan- 
genten an die Kurve, so erhalten wir vier neue den vorigen 
unendlich benachbarte Berührungspunkte, und der vorige 
Kegelschnitt kann auch aufgefaßt werden als gelegt durch 
die beiden Punkte O, C und die vier Schnittpunkte je 
zweier unendlich naher Tangenten aus D und D', weil der 
Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Tangenten an 
Stelle eines jeden der beiden Berührungspunkte gesetzt 
werden darf. Da nun solche sechs Punkte auf eineni Kegel- 
schnitt liegen, so muß das Doppel Verhältnis des Tangenten- 
quadrupels aus dem Doppel Verhältnis des Tangenten- 
quadrupels aus D' gleich sein; und gehen wir von D' zu 
einem neuen unendlich benachbarten Punkt O" über und so 
fort auf der C**>, so behält das Doppelverhältnis des Tangenten- 
quadrupels bei festgehaltener Zuordnung immer denselben 
Wert. Wir können also den Satz aussprechen: 

Das Doppelverhältnis des Tangentenquadrupels 
aus einem Punkte D der C'^' für beliebige Einordnung 
behält bei der Veränderung des Punktes anf der 
ü<*>, aber festgehaltener Zuordnung, immer denselben 
konstanten Wert. (Vergl. § 13,3.) 

Dies ist eine eigene charakteristische Konstante für die 
Kurve dritter Ordnung, und je nachdem dieses Doppel- 
verhältnis ein harmonisches oder ein äquianharmonisches 
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ist, kann man eine solche C^^^ eine barmoniache oder äqui- 
anharmonische nennen und die Eigenschaften dieser besonderen 
Kurven C^' aufsuchen. Auf die aus der ünveriinderiichkeit 
dieses Doppelverhältnisses hervorgehenden weiteren Eigen- 
schaften der allgemeinen C' werden wir noch später Ge- 
legenheit haben näher einzugehen. 

7. Sind 91 und St, zwei konjugierte Punkte der C<^', und 
konstruiert man in der angegebenen Weise ihre konischen 
Polaren 5tt'^' und 3(|^*, so wird, wenn die Verbindungslinie 
I 9lSj \ der C'^^ zum dritten Mal in %^ begegnet, der Kegel- 
schnitt 91'^' durch den vierten harmonischen Punkt §(' 
gehen, wofern ^^^ ^^ ^ ^,^ _ ^ ^ 

ist, und der Kegelschnitt %^ wird durch den vierten har- 
monischen Punkt StJ gehen, wofern 

ist. Es ist also St^ sowohl der vierte harmonische zu % 
zugeordnete Punkt rücksichtlich des Paares SiiStj', als auch 
der vierte harmonische zu 9(, zugeordnete Punkt rüekaieht- 
Hch des Paares %%'. Die Polare von 3( rücksichtlich des 
Kegelschnitts %\ geht also durch denselben Punkt Stg, 
die Polare von 31 , rücksichtlieh des Kegelschnitts ' 
n'ämlicb durch den dritten Schnittpunkt %.^ von | St^t, | 
der C'='. 

Da femer ein Strahlenpaar der zu 9( zugehörigen Strahlen- 
involution und das entsprechende Strahlenpaar der zu ?!, 
zugehörigen Strahleninvolution sich in zwei Paaren kon- 
jugierter Punkte ^. , ,. PI. , r^ 
■' ^ Ä und ^1, ^ und ^j 

durchschneiden, der Schnittpunkt (Diagonalpunkt^ 

aber auf den vierten harmonischen Strahlen durch 91 und 91,, 
die dem gemeinsamen Strahl 1^91,1 zugeordnet sind rücksicht- 
lich beider Strahlenpaare, liegen muß, wie aus der bekannten 
Eigenschaft des Vierseits folgt, so sind einerseits %^ und 9(, 
konjugierte Punkte für den Kegelschnitt 9t'^', anderseits ).\ 
und % konjugierte Punkte für den Kegelschnitt St^^'. Es ist 
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also die Gerade ] EiSl^j, sowohl die Polare von 91^ iiaeli 31'*', 
als auch die Polare von % nach % " . Wir erhalten also 



Sind 3t wnd % awei konjugierte Punkte der C'^', 
?l'*> und ?t| die konischen Polaren jener Punkte, so 
ist die Polare von St rücksichtlich des Kegelschnitts 
%f' identisch mit der Polare von 9i, rücksiclitlich 
des Kegelschnitts M'". 

Diese Gerade, welche durch den dritten Schnittpunkt 
% von |3lSt, ] mit der C'^) hindurchgeht 

ist nichts anderes, als die uns bekannte gerade Linie l 
(§ 3, l), welche die projektive Beziehung der beiden er- 
zeugenden Strahleniuvolutionen vermittelt und der wir hier 
eine neue Bedeutung abgewonnen haben. 

Die allgemeine Giltigkeit des vorigen Satzes für zwei 
beliebige Punkte % und S werden wir später bei der Unter- 
suchung der Polareigenschaften der 6''*' kennen lernen (§ 21). 

8. Schneidet ein durch die vier Grundpunkte eines er- 
zeugenden Kegelschnittbüschels [9( SS E 25] gelegter Kegel- 
schnitt die 6'*^' noch in ® und %, so geht die Sehne | @t5 ( 
durch den Gegenpunkt O des Punktquadrupels [?t^S35]; 
sind nun @^ und ^, die konjugierten Punkte zu S und 5 
in dem alten Sinne, so ist der Schnittpunkt {^%, ®i5i) ~ '^l 
folglich müssen auch 3l33ß®(£i5i auf einem Kegelschnitt 
liegen, abo: 

Liegen irgend sechs Punkte ?I, 33, ©, ®, S, % einer 
C'<'> auf einem Kegelschnitt, und nimmt man zu 
irgend zweien derselben (etwa ® und %} die kon- 
jugierten Punkte ('S, und ^j), so liegen die vier 
übrigen 21, S9, ®, ^ auch mit diesen beiden neuen 
Punkten @^, 5i ^^uf einem Kegelschnitt 

Hieraus folgt, daß wenn 6,, 3)£ die konjugierten Punkte 
zu ©21 sind, auch 91, 5ß, S,, ©i, S,, 5i ^"^ einem Kegel- 
schnitt liegen mQssen, und endlieh, wenn 9ti,*-8, die kou- 
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jugierteu Pnnkte zu 3(35 siud, daß auch 91,, ^^,6,, ^,,©,,91 
auf einem Kegelsctmitt Hegen müssen; also gilt der Satz: 

Liegen irgend sechs Punkte einer C*"' auf einem 
Kegelschnitt, so liegen auch ihre sechs konjugierten 
Punkte auf einem Kegelschnitt. 

Dies läßt sich auch anders auffassen: 

Zu dem Punktquadrupel [StöS^J ist der KUgehorige 
Gegenpunkt der dritte Schnittpunkt von j IS^ ] niit der C'<'l; 
zu dem Punktquadrupel 1%^ SS, S, ®J ist der zugehörige 
Gegenpunkt der dritte Schnittpunkt von | ^,%, \ mit der C<^'; 
da aber | (S% j und | lä|5i I sich in einem Punkte O der C^' 
schneiden, so folgt: 

Ist KU einem heliehigen Punktquadrupel StSSl^® 
auf der C^' der zugehörige Gegenpunkt £), und nimmt 
man die zu 2133©® konjugierten Punkte ^„ S9,, S,, ®„ 
so hat dieses Punktquadrupel als zugehörigen Gegen- 
punkt denselhen Punkt D der 6'">, 

Suchen wir zu zwei Paaren konjugierter Punkte %%, 
und ®SSj, als Punktquadrupel aufgefaßt, den zugehörigen 
Gegenpunkt, so wird, weil das Linienpaar | 9tS9 |, | ^tj^, | 
selbst in einem Punkte der C'^' sich begegnet 

(§1«, 91,©,) = ^, 
die Tangente in 5|J den Gegenpunkt enthalten; wenn daher 
last, I und ]SßSS, I die dritten Schnittpunkte«, und Ö, 
haben, so muß auch | 91^95^ | diesen Gegenpunkt enthalten; 
nennen wir ihn ^', so liegen 21,95^^' auf einer Geraden, 
und ^' ist der dritte Schnittpunkt der Tangente in 3ß. 

Nehmen wir in gleicher Weise die Punkte 

haben 

] &©i ] den dritben Sclmittpunld li^, 

I S®i ' ■. „ „ 8., 

iss. r„ „ „ %,, 

die Tangente in Q „ „ „ D', 
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SO liegen sowohl St^^g^ß' in einer Geraden, 
als auch Sä^jO' „ „ „ 

und ^^%^W „ „ „ ; 

da aber ?ß, 0, 9t auf einer Geraden liegen, sobald % 5Ö, S, S, ®, % 
sieh auf einem Kegelschnitt befinden (5.), da ferner auch 
^', Q', 9i' auf einer Geraden liegen müssen i§ 8,4) als die 
dritten Schnittpunkte der Tangenten in den Punkten ^,D,?ft 
einer Geraden, und da endlich durch 5{J', Q', 9{' die drei Ge- 
raden l^'Sts^ej, |D'<äsS), i, |3i'®,S2| gehen, so müssen 
SCj, ^2, Sg, Sa, %, %2 ^^^ einem Kegelschnitt liegen (5.); 
also gilt der Satz: 

Liegen sechs Punkte 2(, S, ij, ®, g, ^ einer C'-^' 
auf einem Kegelschnitt, so liegen nicht nur ihre 
sechs konjugierten Punkte St,, ^i, "^i, ®u "^i, Si auf 
einem zweiten Kegelschnitt, sondern auch die dritten 
Schnittpunkte 91^, Sog, K^, %, fS^, g^ der sechs Ver- 
bindungslinien l^StJ, I^SSJ, ie^,l,|®®J,i®®,l, 155,1 
auf einem dritten Kegelschnitt. 

Die konjugierten Punkte zu Stg, ^g, S^, S^, ®j, g^ sind 
nun bekanntlich diejenigen Punkte %', S', ■■.,%' der C'^\ in 
welchen die Tangentenpaare für 9(?t|, 58SSi, , .., jJSi sich 
treffen, und da Stg, Sß^, ..,, 5a iiuf einem Kegelschnitt liegeUj 
so müssen nach dem vorigen Satze auch ihre konjugierten 
Punkte %\ ©', . - ■, (5' ^^^ einem Kegelschnitt liegen; also gilt 
der Satz:. 

Liegen sechs Punkte 9t, S8, S, ©, ®, 5 einer C'si 
auf einem Kegelschnitt, so treffen die sechs Tan- 
genten der C" in diesen Punkten die Kurve in sechs 
neuen Punkten 9t', ®', ©', ®', S', g', welche ebenfalls 
auf einem Kegelschnitt liegen. 

% 10. Konstruktion tlei" 6^'^' durch neun willkürlich 
und unahhilngig voneinander gegebene Punkte. 

1. Die Erzeugung einer C'''> durch ein Kegelschnitt- 
büschel und ein mit demselben projektives Strahlbüschel 
führt zur Konstruktion der Kurve durch eine zu ihrer Be- 
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stimmvmg notwendige Anzahl von Punkten; da die Kurve 
durch die Grundpunkte des Büschels a, i, t, b imd den Mittel- 
punkt des erzengenden Strahlbüschela selbst hindurchgeht, 
und da drei Paare entsprechender Elemente der beiden Ge- 
bilde die projektive Beziehung bestimmenj so erhält man 
dadurch 4 + 1 + 3.2 = 11 Punkte der Kurve, die aber nicht 
voneinander unabhängig sind; vielmehr ist schon der Gegen- 
punkt O durch die vier Grundpunkte a, h, c, b bestimmt, 
und auf drei durch D gelegten Strahlen des Strahlbüschels 
liegen je zwei Punkte mit 53 auf einer Geraden. Wir können 
daher nur die vier Grundpunkte Q, h, C, b als unabhängig 
voneinander gegeben annehmen und von den Durchschnitfcs- 
punkten eines Kegelschnitts des Büschels mit dem ent- 
sprechenden Strahl des erzeugenden Strahlbüschels immer 
nur einen; nehmen ^vir nur drei solcher Punkte, so ist für 
jede beliebige Annahme von D die projektive Beziehung der 
beiden Gebilde gerade erst bestimmt. 
Wir wollen daher vier Punkte 

e, l 3. ^ 
annehmen und den Punkt D so zu bestimmen suchen, daß 
für ihn den vier Kegelschnitten: 

fahcbej, [aficbfj, [abcbgj, [ahcb^], 
die wir zur Abkürzung so bezeichnen wollen 

vier Strahlen '- J"- 1»-'-'' 

|0e|, |Cf I, ICgi, 1CI)1 

projektiv entsprechen, die wir, ebenfalls zur Abkürzung, so 
bezeichnen wollen Dfefofl) 

Durch die Projektivitat 

[aficb](ef9^) A0(ef9^) 
ist der Punkt C noch nicht bestimmt, sondern auf einen 
gewissen Ort beschränkt, einen Kegelschnitt, welcher durch 
efgl) geht und ein bestimmtes Doppel Verhältnis faßt. Der 
Ort eines Punktes D, welcher nach vier gegebenen Punkten 
^) ti 8j '^ ^^^^ Strahlen sendet, die ein Doppel Verhältnis von 
gegebenem Werte liefern; ist bekanntlich ein Kegelschnitt, 
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der so koiistmiert werden kann: Man ziehe | ef |, | eg ], 1 et) | 
und bestimme durch e denjenigen vierten Strahl (, welcher 
mit den drei ersten Strahlen den gegebenen Wert des kon- 
stanten Doppelverhältnisses liefert, dann wird der Kegel- 
aehnitt S"'^', welcher durch efg^ geht und in e die Gerade ( 
berührt, wodurch er gerade bestimmt ist, der Forderung 
der Aufgabe genügen, also der Ort von D sein. 

Der Wert des Doppelverhältnisses ist aber hier gegeben 
durch die vier Kegelschnitte des Büschels 

[obcb](efrt), 
weiches man auf ein Strahlbüschel reduzieren kann (§ 4, 5), 
indem man entweder in einem der vier Grundpunkte die 
vier Tangenten an diesen Kegelschnitten zieht, oder auf eine 
gerade Punktreihe, indem man durch einen der Grundpunkte 
eine beliebige Transversale zieht, welche den Kegelschnitten 
in vier Punkten begegnet, die den Wert des Doppelverhält- 
nisses liefern. 

Aus dem Vorigen geht hervor, daß durch die acht 
Punkte a, &, c, b, e, f, g, \) nicht nur eine C*^> gelegt werden 
kann, sondern unendlich viele; denn jeder Punkt O des ge- 
fundenen Kegelschnitts iS"' darf als Mittelpunkt eines er- 
zeugendeo Strahlbüschels gewählt werden, wodurch dann 
die ganze Beziehung der beiden erzeugenden projektiven Ge- 
bilde hergestellt ist, also die C"> vollständig bestimmt ist. 
2. Nehmen wir nun einen beliebigen Punkt D des 
gefundenen Kegelschnitts und konstruieren die durch ihn 
vollständig bestimmte C'-^\ so wird der Kegelschnitt S*^> 
mit der C**' außer den fünf Punkten e, f, g, (), D noch 
einen notwendigen sechsten Schnittpunkt o gemein haben, 
sodaß die Projektivität erfallt wird 

[aicb](ef8^o) AO(etgl)o); 
nehmen wir aber einen beliebigen andern Punkt Oj des 
Kegelschnitts ß<^', so erhalten wir dadurch eine andere Oj , 
welche durch das Kegelschnittbüschel [ahcb] und das Strahl- 
büsehel [D,] erzeugt wird. Aus der Nat'ir des Kegelschnitts 
S'*' geht aber die Projektivität hervor 
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D(ef9t)o)ADi(efg^D), 
folglieh gilt auch die Projektivität; 

[abcb](ef9t)0)AO,(ef9t)D), 
woraus folgt, -iaß auch die Kurve Cf durch den Punkt 
hindurchgehen muß. Dies gilt für sämtliche Punkte 0, Oj, . , . 
des Kegelschnitts Sl ^', folglich ergiebt sich der funda- 
mentale Satz; 

Sämtliche Kurven dritter Ordnung C'% welche 
durch acht willkürlich und unabhängig voneinander 
gegebene Punkte a, t), C, b, e, f, g, ^ gelegt werden 
können, müssen noch durch einen und denselben 
notwendigen neunten Punkt hindurchgehen. 

Sie bilden ein Kurvenbüschel dritter Ordnung 
von gleicher Mächtigkeit mit den Punkten eines Kegel- 
schnitts S'^', also von einfach -unendlicher Mannigfaltigkeit 
(oo'), wie das ebene Strahlbüschel oder die gerade Punktreihe. 
Wir können den vorigen Satz auch so aussprechen: 
Wenn zwei Kurven dritter Ordnung 6''^' und Cf 
sich in neun Punkten begegnen, so muß jede Kurve 
dritter Ordnung, welche durch acht dieser Punkte 
hindurchgeht, auch durch den neunten gehen. 

Solche neun Punkte bilden eine Gruppe von neun 
associierten Punkten, indem jeder derselben als der neunte 
notwendige für die Übrigen acht aufgefaßt werden kann. 

Die vorige Betrachtung gestattet auch die Konstruktion 
des notwendigen neunten Punktes o, sobald die acht Punkte 
a, i), c, b, e, \, g, () gegeben sind. 
Man lege die vier Kegelschnitte: 
[aJcbJCtfsW 
und konstruiere in der oben angegebenen Weise denjenigen 
Kegelschnitt Sf-^', welcher durch e f g t) geht und das 
Doppelverhältuis der vier Kegelschnitte faßt; nun vertausche 
man b und [j, lege also die vier Kegelschnitte: 

[of.tI,](ef9b) 
und konstruiere denjenigen Kegelschnitt ^^ , welcher durch 
e f 9 b geht und das Doppelverhältuis dieser vier Kegel- 
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schnitte faßt; die beiden Kegelschnitte S'^' und Sj' , welche 
die drei Punkte t f 9 gemein haben, müssen noch einen 
vierten gern eins (,h iftlit-hen Pmkt o haben, welcher der ge- 
suchte ist er kann hieini h bekanntlich auf lineare Weise 
konstruieit weiden 

3. Dei V iigp iIIq meine Sata liefert eine Menge von 
speziellen Fällen, von denen wir nur zwei hervorheben 
wollen: 

Sind a, i, c, b, e, \ irgend sechs Punkte eines Kegel- 
schnitts, so können die drei Geraden 

|a6|, jcbl, |efl 
als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnung aufgefaßt werden; 
ebenso die drei Geraden 

Ibel, Ifal, l»tl. 

Die neun Durchschnitts punkte dieser beiden Kin-veu 
dritter Ordnung bilden also eine Gruppe von neun associ- 
ierten Punkten; sie sind 

a, Ij, C, b, e, f und 
(tth, be) = p, (cb, fa)^q, (t)c, eO-t. 
Da jede Kurve dritter Ordnung, welche durch acht 
derselben geht, auch durch den neunten gehen muß, so 
muß die ausgeartete Kurve, welche aus dem Kegelschnitt 
[alicbe] und der Geraden | pq | besteht, auch durch r gehen; 
da aber t nicht auf dem Kegelschnitt liegen kann, weil er 
auf der Sehne | ef 1 liegt, so müssen \>, ([, r auf einer Ge- 
raden liegen, was den Pascalschen Satz giebt. 

Wenn zweitens drei Kegelschnitte S^ ', S", ß.* zwei 
gemeinschaftliche Punkte "&, S haben, so haben je zwei 
derselben noch zwei weitere Punkte gemein, nämlich 
S^''' und Sg^* haben gemein die Punkte 9t, ^, a^, b,; 
Slf „ ßf „ „ „ „ a,SS,a„b,; 

Sf „ ^f „ „ „ „ %,^,a„h,; 

demgemäß liegen 



y Google 



% 10. Konstruktion der G'^> dui-oh lieun willkürlich etc. Punkte. 77 
auf ^'■^'^ die sechs Pimkte 91, ö, a^, ij- t^äJ "^a! 

Fassen wir nun den Kegelschnitt 

[§1^02^)^11363] und die Gerade | 0,61 | 
als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnung auf, ehenso den 
Kegelschnitt 

[§1^0363«, h|] und die Gerade | Ojl)^ | 
als eine zweite ausgeartete Kurve dritter Ordnung, so 
hilden die neun Durch Schnitts punkte derselben eine Gruppe 
von nenn associierten Punkten; diese sind aber 

31, SS, a,,6i, 0^,6^, a^,\ und (Oibi, 0^6^) = o; 
da nun von diesen die sechs Punkte 

91, SS, a„ 6„ Q„ h, 
auf einem Kegelschnitt liegen, so müssen die drei übrigen 
a^, 6ä, D auf einer Geraden liegen, d.h. |a|6i|, Idii^i, I tta^a I 
sich in einem Punkte schneiden, was den bekannten Satz 
giebt: 

Wenn drei Kegelschnitte eine gemeinschaftliche 
Sekante haben, so müssen die drei übrigen gemein- 
schaftlichen Sekanten je zweier derselben sich in 
einem Punkte schneiden. 

4, Wenn wir zu den acht beliebig auf der C"" an- 
genommenen Punkten a, b, c, b, e, f, g, 1) die konjugierten 
Punkte nehmen o,, hj, q, b^, t^, \j, g,, fl, (in dem früheren 
Sinne § 2, 7), so können wir auch zu den letzteren den 
notwendigen neunten Punkt konstruieren; schneiden nun die 
vier Kegelschnitte 

[0, 6, c, b](t, 1, 9, I)) 
die C^ in deu sechsten Punkten e', f , 9', t)', so müssen nach 
§9,8 auch die konjugierten Ptmkte derselben £l,f|, S,,^] 
die sechsten Schnittpunkte der vier Kegelschnitte 

[a„b„c,,b,](e„f„3„fi,) 
sein. Da die vier Sehnen 
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ee", Iffl, lua'l. Iflty 
sich in einem Punkte D der C'J schneiden, so müssen, wie 
aus dem Früheren hervorgeht, auch die vier Sehnen 

\'A\, if.f'ii. isis',1, im\ 

sich in demselben Punkte D der C-^' schneiden. Legen wir nun 
durch e, f, g, i), D einen Kegelschnitt, so ist sein sechster 
Schnittpunkt mit der C*^' der notwendige neunte Punkt o für 
die Gruppe flicbcfg^, und legen wir durch Gi, fi, 81, t)i, O 
einen Kegelschnitt, so ist sein sechster Schnittpunkt der 
notwendige neunte Punkt für die Gruppe ix,'biCib,e,\iQi^i- 
Nun wissen wir aber (§ 9,8), daß wenn die Punkte e, f, 9, % 
€), einer C<*1 auf einem Kegelschnitt liegen, auch die 
sechs Punkte e,, f,, g[, t),, D, auf einem Kegelschnitt liegen 
müssen; also schließen wir: 

Wenn man zu irgend acht Punkten einer C*"' den 
notwendigen neunten der Gruppe von neun assoei- 
ierten Punkten aufsucht, so ist derselbe identisch 
mit dem notwendigen neunten Punkt der aus den 
acht konjugierten Punkten der ersteren gebildeten 
Gruppe, 

5. Da durch acht unabhängig von einander gegebene 
Punkte unendlich viele Kurven C<^' gehen, die ein Kurven- 
bftschel von einfach -unendlicher Mannigfaltigkeit bilden, so 
wird durch einen willkürlich hinzugefügten neunten Pimkfc 
nur eine C^' gehen und durch diese neun Punkte bestimmt 
sein. In der That werden wir sie in folgender Weise kon- 
struieren können 1 

Wahlen wir der Deutlichkeit wegen eine etwas ab- 
geänderte Bezeichnung und nennen 

%, S, e, ®, l, 2, 3, 4, 5 
neun willkürlich und unabhängig voneinander gegebene 
Punkte (d. h, solche, von denen keine drei auf einer Ge- 
raden, keine sechs auf einem Kegelschnitt liegen und die 
nicht alle neun eine Gruppe von associierten Punkten bilden); 
dann legen wir die vier Kegelschnitte 
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l2(S9e®j(l, 2, 3, 4); 
tmd bestimmen denjenigen durch 1, 2, 3, 4 gehenden Kegel- 
schnitt Sf ', welcher das Doppelverhältnis dieser vier Kegel- 
schnitte faßt. Zweitens legen wir die vier Kegelschnitte 
[SISB©®] (1235) und bestimmen denjenigen darch 123') 
gehenden Kegelschnitt ^['^ , welcher das Doppelverliältnis 
dieser vier Kegelschnitte faßt Dann werden die beiden Kegel- 
schnitte ^'^^ und ^f, welche bereits die drei Punkte 1, 2, 3 
gemein haben, nur noch einen einzigen reellen bestimmten 
Punkt O gemein haben; derselbe ist der gesuchte Mittelpunkt 
O des ei-zt ugenden Strahlbüsebela, welches mit dem erzeugenden 
Kegels cbnittbüscbel in der projektiven Beziehung steht: 

[«33SS)] (12345) A 0(12345); 
diese beiden projektiven Gebilde erzeugen dann diejenige 
C<^', welche durch die neun gegebenen Punkte gebt und 
durch dieselben bestimmt wird. Die Konstruktion des 
Punktes D ist linear auszuführen; er ist der Gegenpunkt zu 
dem Punkfcquadrupel SIS SS* 

6. Um eine Kurve Cf mit einem Doppelpunkt zu er- 
zeugen, können wir an Stelle des Kegelschnittbüschels 
["äOSK®] eiue Strahleninvolution || O || setzen und dieselbe 
in projektive Beziehung bringen mit einem einfachen Strahl- 
büschel |0, 1; jedem Strahlenpaar der Strahleninvolution 
II D Ij entspricht dann ein bestimmter Strahl des Strahl- 
büschels I O, \, und der gesamte Ort der Durchsehnittspunkte 
entsprechender Elemente dieser beiden erzeugenden Gebilde 
ist die 6',j , Jeder Stralil durch 0^ enthält daher noch zwei 
Punkte des Ortes, welcher offenbar selbst durch Oj geht; 
jeder Strahl durch D enthält aber nur noch einen Punkt 
des Ortes, für welchen oftenbar O ein Doppelpunkt ist. 
Dem Strahle ] DiD | als dem Strahlböschel | D, | angeh&rig 
entspricht in der Strahleninvolution || D \\ ein Strahlenpaar, 
welches die Tangenten der C^ in dem Doppelpunkte sind; 

* Diese Konstruktion ist gegeben von Chasles in den Comptei 
renduB tome XXXVI p. 051 et suiv. Vergl. E. de Jonquiferes; Essiii 
sur la generation des courbes ge'omiätriques et en particuHer sur eelle 
de la eouibe de f[aatriöme ordre. Paris 1868. 
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dem Strahle |DDi| als einem Teile eines Strablenpaares 
der Involution [| O || entspricht in dem Strahl büschel | C, | die 
Tangente der 6'^ im Punkte Oj. Aus dieser Erzeugungs- 
wi.'ise läßt sieh die ganze Theorie der C^ ' ableiten. 

Wir wollen nur noch die Konstruktion der C'^^' gehen, 
sobald von ihr der Doppelpunkt und die zu ihrer Bestimmung 
notwendige und hinreichende Anzahl von weiteren Punkten 
gegeben ist; dies sind^ wie wir sofort erkennen, noch sechs 
Punkte, indem der Doppelpunkt drei in sich einschließt. 
Denn geben wir den Doppelpimkt O und noch sechs ein- 
fache Punkte £j a ii C b e 
so können wir das Strahlhüsche! 

D,|aticbe| 
ziehen und nach D eine Strahleniuvolution verlegen, die 
projektiv ist mit dem Strahlbüschel ] 0^ [, sodaß von fünf 
Strahlenpaaren derselben Teile durch 0, 6, C, b, e gehen, 
und solchen Strahlenpaaren die Strahlen des vorigen Strahl- 
büschels 0, entsprechend sind. Die Bestimmung dieser 
Strahleninvolution j| O || führt sehr einfach wieder auf das 
vorige Problem der Projektivität zurück. Wir ziehen nämlich 
die fünf Strahlen D | obcbe | 

legen durch D einen beliebigen Hilfskegel schnitt A''% 
welchem diese fünf Strahlen bez. in 

a', i)', c', b', e' 
begegnen, und suchen sodann den eindeutig bestimmten 
Punkt ?ß auf, für wt'leben die Projektivität 
5ßla'fi'c'b'e'| ADxlat'cbel 
erfüllt wird. Die Konstruktion des Punktes ^ ist oben an- 
gegeben. Ist ^ gefunden, so treffen die Strahlen ?ß|a'b'c'b'e'| 
den Hilfskegelschnitt K'-'^'' in fünf neuen Punkten ft", V, 
c", b", e", und es ist ersichtlich, daß die Strahlenpaare, 
welche nach a'a", b'b", c'c", b'b", e'e" sendet, eine 
Strahleninvolution bilden; diese ist projektiv mit dem ein- 
fachen Strahlbüsehel | $ |, folglieh auch mit dem Strahl- 
büschel I Ol I, und nun haben wir die beiden die C^ er- 
zeugenden Gebilde, das Strahlbüschel | Di | und die Strahlen- 
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iiiTolution I I in projektiver Beziehuug, und das Erzeugnis 
genügt offenbar der Forderung der Aufgabe, durch die Punkte 
a, b, c, b, e, den Mittelpunkt des erzeugenden Stralilbüschels 
0, und den Doppelpunkt O hindurcbzugehen. 



§ 11. Eine Rudere Lösang der Torliergelieuden 
Aufgabe. 

1. Hat man ein Kegekebnittbüscbel [ä[SE2)] und ein 
Strablbiiscliel [D] in projektive Beziehung gesetzt zur Er- 
zeugung einer C'*', und entspricht einem beliebigen Kegel- 
schnitt X'^* des Büschels der Strahl x des Strahlbüschels [O], 
so gehören die beiden Schnittpunkte 

X, und 5; 
von ;£'^' und x dem Erzeugnis C'*' au. 

Zieht man durch einen der vier Grundpunkte des Kegel- 
schnittbüsohels , etwa durch 33, eine beliebige feste Gerade l, 
VT eiche den Kegelschnitten des Büschels in der geraden 
Panktreihe , , 

W 
begegnet, so wird diese vom Punkte ^ auf l beschriebene 
Punktreihe mit dem Kegelsehnittböschel (§ 4, 5), also auch 
mit dem Strahlbüschel 0\x\ projektiv sein. 

Wir legen nun den besonderen Kegelschnitt X^ , welcher 
durch die fünf Punkte 

St, S8, e, S, D 

geht und der Geraden l in Q^ begegnet, den veränderlichen 
Strahl X aber in j' treffe, dann werdeu die drei Kegelschnitte 

Xl^i, S," und [Ix], 
von denen der letzte ein Linienpaar ist, den gemeinschaft- 
lichen Punkt 5) haben, also je zwei derselben noch drei 
übrige gemeinschaftliche Punkte, nämlicli 

S<^> und sr= ^^®. 

3ef „ [/x]:l),€s'. 
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Nach einem bekannten Satze (Th. ä. K. S. 242): „Wenn 
drei Kegelschnitte einen Punkt gemein haben, so haben 
je zwei derselben noch drei andere Punkte gemein, welche 
ein Dreieck bilden; die neun Seiten der dadurch er- 
haltenen drei Dreiecke berühren einen und denselben Kegel- 
schnitt", werden daher die Geraden 

\%»l, laei, \m\, im,!, Im,!, ^, iti.D[, uj.e'i 

einen Kegelschnitt Si'^' berühren. 

Lassen wir nun die durch die projektive Beziehung der 
beiden erzeugenden Büschel gegebene Bewegung in die Figur 
eintreten, so verändert sich auch der Kegelschnitt S'% er 
wird aber bestündig die vier festen Tangenten behalten 

I3isi, istei, isei, \o%\, 

also eme Kegelschnittschar beschreiben; auf einer der vier 
gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegels chnittschar be- 
findet sich ein fester Punkt D, aus welchem an die Kegel- 
Bclmitte der Schar die jedesmalige zweite veränderliche Tan- 
gente X gelegt wird, Diese beschreibt daher ein Strahl- 
büschel Ol 3^1, welches offenbai- projektiv ist mit der Kegel- 
schnittschar und auch, wie wir gesehen haben, mit der Punkt- 
reihe, welche X) auf l besehreibt; also ist auch die Kegel- 
schnittschar projektiv mit der Punktreihe 1(9). Das Tangenten- 
paar \t)%,\ und |t)Eä| aus jedem Punkte q an den entsprechenden 
Kegelschnitt der Schar wird daher einen Ort umhüllen, der 
das dual gegenüberstehende Erzeugnis einer (7<^' ist, (erzeugt 
durch ein Kegelschnittbüschel und ein mit demselben pro- 
jektives Strahlbüschel) also eine Kurve dritter Klasse 

welche die vier gemeinschaftlichen Tangenten der Kegei- 
schnittsehar und den Trager der erzeugenden geraden Punkt- 
reihe selbst zu Tangenten hat. Hieraus ergiebt sich zugleich 
eine andere Erzeugungsweise unserer C'^', welche sich so 
aussprechen laßt: 

Hat man eine Kegelschnittschar (mit vier ge- 
meinschaftlichen Tangenten) und eine mit derselben 
projektive gerade Punktreihe (9) auf dem Träger (, 
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ferner einen a,uf einer der vier gemeinschaf'tliclien 
Tangenten der Seliar gelegenen festen Punkt D, und 
legt man an jeden Kegelsclinitt der Schar einerseits 
aus O die noch übrige zweite veränderliche Tau- 
gente x, andererseits aus dem Punkte g, welcher 
dem Kegelschnitt der Schar entsprechend ist in der 
Punktreihe l{tl), das Tangentenpaar, welches dem 
Strahle z in ^j und j^ begegnet, so ist der gesamte 
Ort dieser Schnittpunkte J,, £g eine Kurve dritter 
Ordnung C^', die selbst durch D geht, sowie durch 
die drei Ecken des Dreiseits, das von den drei 
übrigen gemeinschaftlichen Tangenten der Schar, 
die nicht D enthalten, gebildet wird. Nennen wir 
dieses Dreieck 21SÖS, so laufen alle Kegelschnitte, welche 
die je sechs Punkte Sl,SÖ,ß,li,Ei,E2 enthalten, durch einen vierten 
festen Punkt 5), der ebenfalls auf C^' liegt und gleichzeitig 
auf l. Das Tangentenpaar |1^S, |, \i)h\ umhüllt eine Kurve 
dritter Klasse ^'^*, deren Zusammenhang mit der C'^> im 
Obigen enthalten ist. 

Da die Gerade l ganz willkürlich durch den Grundpunkt 
!© des ursprünglichen erzeugenden Kegels ehnittbuschels ge- 
zogen war, so wird auch die zur Bestimmung der Kegel- 
schnittschar dienende vierte gemeinschaftliche Tangente 

eine frei zu wählende sein, wenn wir die neue Erzeugung 
der C-"' beabsichtigen. 

2. Wir können nun aus dieser eine zweite Kon- 
struktion der C'i^' durch neun willkürlich und un- 
abhängig voneinander gegebene Punkte ableiten, die 
sieh so gestalten wird: 

Seien die neun gegebenen Punkte 

Sf, 58, e, O, 1, 2, 3, 4, 5, 
so ziehe man durch O eine beliebige Gerade g und be- 
stimme fünf Kegelschnitte; welche die vier gemeinsamen 
Tangenten 
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]%^\, i3ie|, |S6|, g 
haben und außerdem zu Tangenten je einen der fünf 
Strahlen 

IDlj, |02|, |03|, |04i, iD5|; 

sodann löge man an jeden dieser fünf Kegelschnitte, die 
einer Schar angehören, aus den. fünf Punkten 1, 2, 3, 4, 5, 
die jedesmal noch übrige zweite Tangente 

(,, ^, (3, t^, t;, 

und suche eine Gerade l, welche diese fünf Geraden ^1, i^, 
(5, f^, #5 in solchen fünf Punkten 

^i, %, n,< 5., % 

schneidet, daß die Projektivität erfüllt wird 
Hhi'Ahk)'^ D(12345). 

Dadurch ist die Gerade l vollständig und eindeutig be- 
stimmt nach dem Problem der Projektivität, eine Aufgabe, 
die dual gegenübersteht der oben (§ 10, 5) gelösten, und 
deren Ausführung daher keiner Wiederholung bedarf 

Ist die Gerade l gefunden, so kann man in doppelter 
Weise verfahren: 

1. Jedem Punkt t) der Punktreihe auf l entspricht jetzt 
ein bestimmter Strahl x des Strahlbüschels \x\ und ein 
bestimmter Kegelschnitt S<^l aus der Schar mit den vier 
festen Tangenten j StS ;, ] SIE |, 139^1, g und der jedes- 
maligen fünften Tangente x. Legt man aus Ij an diesen 
Kegelschnitt K'^' das Tangentenpaar, so schneidet es den 
Strahl X in einem Punktepaar SiE^, dessen gesamter Ort die 
Kurve 6'«' erfüllt. 

2. Man lege den besonderen Kegelschnitt X^', welcher 
durch die vier Punkte 

%, S, 6, O 
und den Schnittpunkt , \ _y. 

bestimmt wird; dieser achneidet l zum andern Mal in dem 
Punkte S, dem vierten Grundpunkte eines Kegelschnitt- 
büsehels [215BS^], welches mit dem Strahlbüschel D j a; | 
projektiv ist, indem immer dem Kegelschnitt [?193S®^] der 
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Strahl X entsprechend ist, welcher dem Punkte 9 der geraden 
.Punktreihe auf l entspricht. Diese beiden projektiven Gre- 
bilde des Kegelschnitthüschels [SCSBES] und des Strahl- 
büsehels [D] erzeugen dann in der früheren Weise die 
Kurve C-^', welche durch die gegebenen neun Punkte 

?1, Sß, S, D, 1, 2, 3, 4, 5 
hindurchgeht. Durch die Konstruktion des Punktes ©, 
welche oben gegeben ist, wird zugleich die Aufgabe gelöst: 
Zu den gegebenen neun Punkten 

St, SS, E, D, 1, 2, 3, 4, 5 
einen solchen Punkt 3) zu üuden, daß die Projektiyität er- 
füllt wird [S(SS(521](12345) 7; 0(12345). 

Diese zweite Lösung der Aufgabe nimmt also nicht, 
wie die. erste Lösung, die vier Grundpunkte 3t, SS, S, 3) des 
erzeugenden Kegels chnittbüschele als gegeben an und sucht 
den zugehörigen Mittelpunkt des erzeugenden Strahl büschels 
(Gegenpunkt), sondern nimmt umgekehrt den Mittelpunkt 
des erzeugenden Strahlbüschels D und drei von den Grund- 
punkten St, S, S des erzeugenden Kegelschnittbüschels als 
gegeben an und sucht den zugehörigen vierten Grundpunkt 
desselben. Die aus dieser Auffassung entspringende Lösung 
ist verschieden von derjenigen, welche de Jonquieres in 
den Comptes rendus tome XLV, 7. September 1857 gegeben 
hat. Sie findet sich von Cbasles inLiouville's Journal toma 
XIX pag. 366 ohne Beweis mitgeteilt. 

3. Nehmen wir zur Bestimmung einer C-^' nur acht 
Pmikte »n ^^ ^^ g_ ^_ ^^ ^^ „_ ^^ 

so ist dieselbe nicht vollständig bestimmt, sondern es giebt 
unendhch viele C"*, welche durch diese acht Punkte gehen; 
denn die vorige Konstruktion zur Bestimmung der Geraden 
l führt auf die Bedingung 

l (t^t^Q 7\ D {12M), 
welcher nicht blos eine Gerade l genügt, sondern unendlich 
viele, die einen Kegelschnitt S'"' umhüllen, der die vier 
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Geraden t^, t^, f^, t^ berührt und das Dop p el Verhältnis D(1234) 
faßt, d. h, jede Tangente desselben wird von tj^t^t^ in vier 
Punkten geschnitten, deren Doppel Verhältnis gleicii ist 
D (1234). Dieser Kegelschnitt S'^' ist dadurch vollständig 
und eindeutig bestimmt und kann in bekannter Weise kon- 
struiert werden (s, o.). 

Da nun für l jede beliebige Tangente dieses Kegel- 
achnitts S<^' gewählt werden kann, so giett es unendlich 
viele C^', die ein Büschel von einfach -unendlicher Mannig- 
faltigkeit bilden, wie wir schon früher (§ 10, 2) gesehen 
haben. 

Mit der Kurve G''^' hangt, wie wir gesehen haben, eine 
bestinunte Kurve Ä'*' (1.) zusammen, die von allen Tan- 
gentenpaaren |l}Sil, I t)E3 1 umhüllt wird. Diese hat nun 
mit dem Kegelschnitt S*^', wenn wir eine bestimmte Tan- 
gente l als Träger der erzeugenden Punktreihe wählen, be- 
reits die fünf Tangenten (,, %, t^, t^ und ( gemein, folglich 
notwendig noch eine reeUe sechste Tangeute, die wir ^q 
nennen wollen, und es muß daher auch die Projektivität 
gelten 

Dil aber für jede beliebige andere Tangente V des Kegel- 
schnitts S!*^' wegen der projektiven Natur desselben 

sein muß, so ist auch 

[\%^\, IStei, |S8S|, (/]{hi,t^hio)7^'^'{ii¥AQ, 
d. h. diejenige neue Kurve SS<'"', welche vermittelst der er- 
zeugenden Punktreihe auf V konstruiert wird, hat ebenfalls 
die Gerade t^ zur Tangente. 

Hieraus folgt, daß sämtliche Kurven dritter Klasse, 
welche die acht gemeinschaftlichen Tangenten haben 

|t58|, |?is|, ;sei, </, t„ t„ t„ t,, 

noch eine und dieselbe nennte notwendige Tangente haben 
und eine Schar von Kurven dritter Klasse bilden, ein dem 
früheren dual gegenüberstehendes ßesuätat. 
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Zu den vier Strahlen D(1234) giebt es nun auch nur 
einen einzigen bestimmten Strahl x^,, weleher der Bedingung 

^^^^^^ KWAQt^ !10i|, |äD2|, |03|, |04|, X,], 
und ist derselbe ermittelt (in bekannter eindeutiger Weise), 
so wird der Schnittpunkt 

(((i3;(j) = D 
der neunte notwendige Punkt sein des Kurv enbiiseb eis dritter 
Ordnung, welches durch die acht Punkte?!, 58, ®, D, 1, 2, 3, 4 
bestimmt wird; denn der besondere Kegelschnitt, welcher 
die fünf Geraden 

]%^\, i?iei, 1«S|, g, x^ 

berührt, muß auch f^ berühren, also müssen die beiden 

Dreiecke oftoiT j j 

SlsöS und gxgtf^ 

ihre sechs Ecken auf einem Kegelschnitt X,,"' haben; der 

durch die Punkte 

§t, s8, s, o, (x^), (fft;) 

gehende Kegelschnitt schneidet aber iß, wie wir oben ge- 
sehen haben, zum andern Mal in einem Punkte, welcher auf 
Qs) liegt, also liegt der Punkt 

(».« - » 

auf sümtlichen Kurven (?'■'' des Kurvenhüachels dritter Ordnung 
und ist der notwendige neunte Grundp\inkt dieses Büschels, 
weil Ifj allen Kurven dritter Klasse S£*^' der votigen Schar 
als neunte Tangente gemeinschaftlich ist. 

4, Wir sind also auch von dieser zweiten Erzeugung 
der C'^' aus zu dem schon in § 10,2 gefundenen Resultate ge- 
langt; hier tritt aber noch eine andere fundamentale Eigen- 
schaft eines solchen Kurvenbüschels dritter Ordnung hinzu, 
die wir sogleich anschließen wollen: 

Ziehen wir nämlich durch D einen beliebigen, aher festen 
Strahl a^j, so vrird jede Kurve C^^' des Kurvenbüschels demselben 
außer in D noch in einem Punktepaar j^ j[ begegnen, welches so 
bestimmt werden kann: Man nehme eine beliebige Tangente l 
des oben ermittelten Kegelschnitts ^'^', der ij^hh berührt 
und der Projekt! vität 
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K^i^s^aO AD(1234) 
genügt. Dem Strahle x^ durch O gehört dann auf l ein 
bestimmter projektiv entsprechender Punkt l^j zu, sodaß die 
Projektivitiit erfüllt wird 

\Qt,) (IQ (U^) (IQ V),]T\{\01\ |02| !D3| \0i\ a;, ); 

durch die fünf Tangenten 



ist ein bestimmter Xegelschnitt K"-^' fisierfc, und das Tan- 
gentenpaar aus t)i an denselben trifft, den Strahl x-^ in dem 
gesuchten Punktepaar j^jj. Verändern wir nun l lUnga des 
Kegelschnitts ^*^', während x^^, also auch der Kegelschnitt 
Z'*' unverändert bleibt, so wird nur der Punkt t)i sich ver- 
ändem und zwar, wie leicht zu sehen ist, auf einer Geraden 
Ij, welche Tangente an S<^' ist; denn werden vier feste 
Tangenten t^, t^, t^, t^ eines Kegelschnitts S'^' Yon einer 
variablen Tangente l in vier Punkten getroffen und auf 
letzterer allemal ein solcher Punkt ^^ bestimmt, daß die 

Punktreihe , „^ , ,,^ , ,,,, ,,^, . , 

{{U,) (If^) (^) {IQ ^,1 

immer mit sich projektiv bleibt, d. h, für jede andere Tan- 
genter »»h l (,^,,yM T. V (WA<)[) 

wird, so muß ]l)i9il°^'i ^''^^ feste Tangente des Kegel- 
schnitts Ä'^' sein, wie aus der bekannten Gnmdeigensehaft 
des Kegelschnitts, welcher durch zwei projektive Punkt- 
reihen erzeugt wird 

unmittelbar sich ergiebt. 

Hieraus folgt nun, daß man von den Punkten \)i einer 
Geraden l^ die Taitgentenpaare an einen festen Kegelschnitt 
K'-^'> KU legen hat und die Kchnittpunktpaare derselben mit 
einer festen Tangente j;, des Kegelschnitts K'-^'' aufzusuchen 
sind, um das gesuchte Punktepaar l^-^[ zu erhalten. Nach 
einem bekannten Satze (Th. d. K, S. 152) bilden aber diese 
Schnittpunktpaare eine Punktinvolution, und wir erhalten 
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eine charakteristische Eigenschaft für das Kurvenbüscliel 
dritter Ordnung: 

Zieht man durch einen der neun Grnndpunkte 
eines Kurvenbüschels dritter Ordnung eine feste 
Gerade, welche jeder Kurve des Büschels noch in 
zwei weiteren Punkten begegnet, so bilden diese 
Paare von Schnittpunkten auf der Geraden eine 
Involution von Punktepaaren. 

(Es giebt also insbesondere zwei Kurven des Büschels, 
welche eine durch einen Grundpunkt gehende Gerade be- 
rühren, ferner lassen sieh hiernach solche Kurvenbüschel 
wieder in projektive Beziehung setzen zu anderen Gebilden 
von gleicher Mächtigkeit u. s. w.) 



§ 12. Andere Erzeugungsweisen und daraus hervor- 
gehende Konstruktionen der C'='. 

1. Die Erzeugung der C>'' durch zwei Strahleninvolutionen 
in projektiver Beziehung und halbperspektiver Lage (§ 3) 
führt uns zu einer VeralJgemeinernng, welche wieder andere 
Erzeugungs weisen und Konstruktionen der C^' liefert. 

Eine Strahleninvolution ist nämlich nur ein spezieller 
Fall eines Kegelschnittbüsehels, bei welchem sämtliche 
Kegelschnitte in Linienpaare ausgeartet sind. 

Ein Kegelschnittbusche] wird bestimmt durch zwei 
Kegelschnitte, deren vier gemeinschaftliche Punkte die 
Grnndpunkte des Büschels sind. Nehmen wir nun zwei 
Linienpaare aa,, hb^ an, die denselben Doppelpunkt haben 

(aa,) = (U,) = O 
zur Bestimmung eines Kegelschnittbüsehels, so werden die 
Grundpunkte desselben alle vier in einen und denselben 
Punkt D hineinfallen; jeder weitere Kegelschnitt des Büschels 
kann mit den beiden Kegelschnitten 

3t(2) _ ^aa,] und 581^1 = [66,] 
keine anderen Punkte als die vier in D zusammenfallenden ge- 
mein haben, muß daher auch in ein Linienpaar ausarten. 
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welches in D seinen Doppelpunkt bat. Es muß aber die 
cbarakteristiscbe Eigenschaft jedes Kegelscbnittbüscliels er- 
halten bleiben, daß nämlieb jede Gerade von den Kegel- 
schnitten des Büschels in Punktepaaren einer Punktinvolution 
geschnitten wird; folglich geht dies besondere Kegelsebnitt- 
büschel in eine Strahleninvolution [Dj über, deren Strahlen- 
paare ausgeartete Kegelschnitte des Büschels sind. 

Wir können nun au Stelle der beiden erzeugenden 
Strahleninvolufionen zwei allgemeine Kegelschnittbüschel 

[SiöE®] und [3r,®,e,®j 

in projektive Beziehung setzen; ihr Erzeugnis wird dann 
eine Kurve vierter Ordnung, weil die beiden auf einer be- 
liebigen Geraden g ausgeschnittenen Punlttinvolutionen im 
allgemeinen vier solche Punkte liefern, in denen ein Punkt 
des einen Paares mit einem Punkte des entsprechenden 
Paares koinzidiert (§ 4, 3). "Wir können es aber so ein- 
richten, daß die erzeugte Kurve vierter Ordnung zerfällt, 
indem ein Teil der Durchschnitts punkte entsprechender 
Elemente eine gerade Linie erfüllt, also der übrige Ort der 
Durchschnittspunkte eine C^' erfüllen muß. Dies war auch 
bei den beiden erzeugenden Strahleninvolutionen der Fall 
wegen ihrer halbperspektiven Lage, weil in der Verbindungs- 
linie ihrer Mittelpunkte zwei Strahlen vereinigt wareu, die 
entsprechenden Strahlenpaaren angehörten. 

Zwei Kegelschnittbüschel [MISSES)] und [2[,S,eiS,], 
die auf einer Geraden g dieselbe Strahleninvolution aus- 
schneiden und durch diese zugleich in projektive Beziehung 
gesetzt werden, erfüllen die geforderte Bedingung; die 
übrigen Scbnittpunktpaare je zwei entsprechender Kegel- 
schnitte der Büschel werden daher eine C^^' erzeugen müssen. 
Solche Kegelschnittbüschel lassen sich nun auf verschiedene 
Art herstelleu. 

2. Nehmen wir die neun Punkte 

St, 58, 6, %, %„ S„ ©„ 1, 2 
beliebig und unabhängig voneinander an, legen den Kegel- 
schnitt [9(S9G3)rj, welcher durch diese fünf Pirnkte gerade 
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Ijestimmt wird, und nehmen wir die vier Ptmkte 3t£®£©il 
als Grrundpunkte eines Kegel sehnifctbUsch eis an, so wird jeder 
Kegelschnitt desselben dem ersten Kegelschnitt [3tSSS5)l] 
außer in dem Punkte 1 noch in drei übrigen Punkten be- 
gegnen, die ein Dreieck bilden. Die Seiten aller dieser 
Dreiecke umhüllen bekanntlich (Th. d. K. S. 242) einen 
Kegelschnitt S^*', welcher auch dem Dreieck SliSBi^i ein- 
beschrieben ist. 

Nehmen wir in gleicher Weise den festen Kegelschnitt 
[?i5öß.®2"J und legen ein Kegelschnittbäschel durch die yier 
Grundpunkte Sli58iEi2, so schneiden die Kegelschnitte des- 
selben den festen Kegelaebnitt außer in 2 noch in je drei 
Punkten, die eiu Dreieck bilden. Die Seiten aller dieser 
Dreiecke umhüllen ebenfalls einen Kegelschnitt S, ', der dem 
Dreieck Stj^Biß, eiubeschrieben ist. 

Nun haben die beiden Kegelschnitte S^^' und S,' bereits 
drei gemeinschaftliche Tangenten 

|9t,58,|, jSl,6,|, |58,e,|, 
folglich noch eine vierte reelle gemeinschaftliche Tangente 
(j, die in linearer Weise zu konstruieren ist. Diese Gerade 
y muß die doppelte Eigenschaft besitzen, daß sowohl die 
beiden Schnittpunkte von g und [?ISS®®1] mit den vier 
Punkten 9ti, SBi, ß^, 1 auf einem Kegelschnitt liegen, als 
auch die beiden Schnittpunkte von g und [?ISS®2] mit 
den vier Punkten St,, 58,, ©,, 2 auf einem Kegelschnitt 
liegen. Neunen wir diese beiden Kegelschnitte 

/ff und 7^", 
so werden sie außer den drei gemeinschaftlichen Punkten 
^Jt,, SÖj, ß, noch einen reellen vierten gemeinschaftlichen 
Punkt tju 

haben, der in linearer Weise konstruiert werden kann. 

Jetzt besitzt also die gefundene Gerade g die verlangte 
Eigenschaft, daß die beiden Kegelschnittbüschel 

[?t«eS] und [5l,SSiE,S)i:i 
auf der Geraden g dieselbe Punktinvolution ausschneiden, 
welche durch die vorigen beiden Punktepaare bestimmt 
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■wird. Die übrigen beiden Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechender Kegelschnitte, welche durch dasselbe Punkte- 
paar der Involution auf y hindurchgehen, werden daher eine 
Kurve C^^' erfüllen, welche durch die gegebenen neun Punkte 
a, S, e, %, %^, SO,, Sj, 1, 2 hindurchgeht. (,Diese Losung 
des Problems ist von Chasles in den Comptes rendus tome 
XXXVI, 30. Mai 1853 angegeben.) 

3. Nehmen wir andererseits die neun Punkte 

si, 33, e, %u Si, e., 1, 2, 3 

beliebig und unabhängig voneinander an und legen die durch 
je fünf Punkte bestimmten beiden Kegelschnitte 

[3lSSei2] und [^^95,6,12], 
so haben dieselben außer 12 noch zwei weitere gemein- 
schaftliche Punkte, deren immer reelle Verbindungslinie 
die zweite gemeinschaftliche Sekante 

9 
der beiden Kegelschnitte ist. Nennen wir das (reelle oder 
konjugiert -imaginäre) Punktepaar auf g 

dann schneiden die durch je vier Pimkte als Grundpunkte 
bestimmten beiden Kegelschnittbüschel 

[3133153] und [?I,5ß,©i3] 
auf g zwei Punttinvolutionen aus, welche ein gemeinschaft- 
liches (reelles oder konjugiert - imaginäres) Punktepaar: 

haben. 

Die beiden Punktepaare 

ppj und qq, 
bestimmen auf f/ eine neue Punktinvolution [jjj, und die 
beiden Kegelschnitte 

[SlSeEE,] und [3t,58,e,aJ 
laufen daher jeder diirch einen vierten festen Punkt 

% und ©1, 
welche durch zwei dieser Kegelschnitte bestimmt werden. 
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Die beiden Kegelscbnittbiiscbel 

[tS6®] und [Sl,9Jie,53i] 
schneiden auf der Geraden p dieselbe Punktinvolution aus 
und sind Termittelst derselben in projektive Beziehung ge- 
setzt. Der Ort der übrigen beiden Schnittpunkte zweier 
entsprechenden Kegelschnitte der projektiven Büschel wird 
daher eine C^' sein, welche durch die gegebenen neun Punkte 
31, », e, 9t„ 5B„ Si, 1, 2, 3 hindurchgebt. (Diese Lösung 
des Problems ist von Chasles in den Comptes rendus tome 
XLI, 24. Decembre 1855 angegeben.) 

In dem Falle, daß das Punktepaar p]>^ konjugiert- 
imaginär ist, wird es durch eine elliptische Punktinvolution 
vertreten, die den beiden Kegelschnitten [9193S12] und 
[StiSSiS, 12] gemeinsam zugehört. Auch das Punktepaar iT,(|i 
kann konjugiert-imaginäi- sein, sobald nämlich die beiden 
Punktinvolutionen, welche [SISS3] und [3(iS8,S,3] auf ^ 
ausschneiden, beide hyperbolisch sind, und ihre Doppelpunkte 
sich trennen; diese beiden Paare von Doppelpunkten be- 
stimmen aber dann eine neue elliptische Punktinvolution, 
deren konjugiert -imaginäre Doppelpunkte <\, C\^ sind. Wir 
haben also auf g zwei elliptische Punktinvolutionen, die 
immer ein reelles gemeinsames Paar konjugierter Punkte 
besitzen. Diese bilden alsdann die Doppelpunltte einer hyper- 
bolischen Punktinvolution auf </, welche die gesuchte [jj,] ist. 
4. Es läßt sich noch in anderer Weise das Erzeugnis 
zweier projektiven Kegelschnittbüschel {eine Kurve 4. 0.) 
so zerfallen, daß eine gerade Linie herausfällt und nur noch 
eine 0'*' übrig bleibt. Wenn wir niimlich in den beiden 
projektiven Kegelsehnittbüschein 

[9ISß®©] und [?Ii93.e,®,] 
denjenigen Kegelschnitt des ersten Büschels, welcher aus 
dem Liuienpaar ] ?IS8 | und | 6® ] besteht, demjenigen des 
zweiten Büschels, welcher ans dem Linienpaar |%Si| und 
I Ei©i 1 besteht, entsprechen lassen und die Grundpunkte 
so wählen, daß die Strahlen 
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identiseli zusammenfallen, dann werden sämtliche Pmikte 
dieser Geraden der Bedingung des Ortes genügen und der 
Ort der übrigen Sehnittpunkte entsprechender Elemente 
beider projektiven Gebilde wird eine C<"' sein. Wir er- 
reichen dies am besten, indem wir identifizieren 

%-^.%, und « = 58,; 
dann werden aber die Punkte ES und Si^, nicht mehr 
unabhängig voneinander sein, denn da das Linienpaar \%'&\ 
und 1 ©2) I dem Linienpaare | 3199 | und | ©,®i [ entsprechen 
soll, so muß der Schnittpunkt 

(ESl, El®,) 
dem Ortö C*^> angehören. Diese Punkte dürfen also nicht 
mehr willkürlich gewühlt werden, sondern nur drei von 
ihnen; wir wählen (£S) mid £, und suchen ®, dann so zu 
bestimmen, daß das Erzeugnis außerdem eine zu seiner Be- 
stimmung notwendige und hinreichende Anzahl weiterer 
Punkte enthält. "Wir werden sogleich sehen, daB hierzu 
noch vier weitere Punkte 

1, 2, 3, 4 
notwendig und hinreichend sind, damit das Problem ein 
völlig bestimmtes werde. Damit nun auch dem Linienpaar 
|31S3| und |e:5)| das Linienpaar ; 21S8 ! und \(S^'3>,\ ent- 
sprechend sei, müssen wir noch einen übrigens beliebigen 

^™''* b auf 1 §IS I 

annehmen und können dann die Aufgabe so formulieren; 
Es sind neun Punkte 

si, 33, K, ®, e„ 1, 2, 3, 4 

willkürlich und unabhängig voneinander gegeben; man nimmt 
einen beliebigen Punkt 5 auf | ?( SS | an und verlangt 
einen solchen Punkt S), zu ermitteln, daß die Projektivität 
erfüllt wird 

i:9tSe3)](1234ri) A |.3I«e,®,](12345), 
in welcher allein der Punkt ^J, unbekannt, alle übrigen ge- 
geben sind. Denn da Sl, 33, 5 auf einer Geraden hegen, so 
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muß der Kegelschnitt [9193S5D5] in ein Linienpaar aus- 
arten I 9tSB I und ] E^ I, und ebenso der entsprechende 
Kegelschnitt in das Liniewpaar 1 21S ] und | ©i^l, ], und 
beide Linienpaare haben die Gerade | §158 ] gemeinschaftlich, 
■welche mithin aus dem Erzeugnis herausfällt, so daß nur 
die Kurve C' Übrig bleibt, welche durch die gegebenen 
neun Punkte hindurchgehen wird. 

Das durch die vorgeschriebene Projektivität gegebene 
Problem ist aber schon von uns gelöst (§ 11, 2), denn das 
Kegelschnittbtisehel [?l^©^](12345) ist auf ein bekanntes 
einfaches Stmhlbüschel zu reduzieren, z. B. durch die fünf 
Tangenten derselben in einem der vier Grundpunkte, und 
es bleibt also in dem Kegelschnittbüsehel 

mit dem noch unbekannten Grundpunkt 2), dieser so zu 
bestimmen, daß die fünf Kegelschnitte den fünf Strahlen 
eines bekannten Strahlbüschels projektiv entsprechen. 

Die in § 11, 3 gegebene Lösung zeigt uns, daß es nur 
einen einzigen solchen Punkt ©j giebt und wie derselbe auf 
lineare Weise konstruiert werden kann. 



§ 13. Beziehungen z^Yisclleu den Heinihrungspiinliten 

der Tang eil tenquadrupel, welche ans Punkten der C * 

au dieselbe gelten. 

1. Wir haben in § 9, e gesehen, daß im allgemeinen 
aus einem Punkte D der (7*"> vier Tangenten an dieselbe 
gehen (außer der Tangente in D selbst), und daß die vier 
Berührungspunkte derselben auf einem Kegelschnitte mit D 
liegen, der in O dieselbe Tangente hat, wie die C-'^K 

Nennen wir denjenigen Punkt, in welchem irgend eine 
Tangente in einem Punkte % der C'' derselben znm dritten 
Mal begegnet, den Tangentialpunkt zu dem Berührungs- 
punkte 91, so können wir den vorigen Satz auch so aus- 
sprechen, daß das Tangenten quadrupel denselben Tangential- 
punkt D hat. 
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Haben irgend zwei Punkte a und B der C-^' die Tan- 
gentialpunkte 91 und SS, und aohneidet | 5ISS | in ©, | ab | in 
C die Kurve zum dritten Mal, so muß auch E der Tangential- 
punkt für c sein (§ 8, 4). Wir können nun umgekehi-t sagen: 
Sehneidet eine Gerade die C^' in drei Punkten 91, S5, S, 
deren jeder ein Taugentenquadrupel an die C*'' sendet, uod 
man nimmt irgend einen Berührungspunkt aus dem ersten Tan- 
gentenquadrupel, verhindet ihn mit irgend einem Berührungs- 
punkt aus dem zweiten Tangentenquadrupel, so muß die Verbin- 
dungslinie durch einen gewissen Berührungspunkt aus dem 
dritten Tangentenquadrupel hindurchgehen. Diesen Zusammen- 
hang der zwölf Berührungspunkte wollen wir näher untersuchen. 
2. Wir nehmen eine Gerade g, welche C^' in den drei 
Punkten SU, 35, S begegnet, nennen die Berührungspunkte 
der Tangentenquadrupel aus 

?[ ^ 6 

üjOjQgaj, ijbjiiafij, CiC^CgC^, 
indem wir uns die Anordnung der Bezeichnung noch vor- 
behalten, und nennen 

Cj den dritten Schnittpunkt von | a^h^ |, 
dann, wird | a^fii \ nicht in Cj schneiden können, sondern 
entweder in Cg oder C^ oder c,,; wir nennen 

Cj den dritten Schnittpunkt von | a^it | 
(ohne dadurch eine Beschränkung einzuführen) ; wir ziehen 
I Qytij I, deren dritter Schnittpunkt weder c^ noch C^ sein 
kann, sondern nur noch entweder c^ oder C4 (weil sonst vier 
Punkte der C'^' auf einer Geraden lägen); wir nennen 

Cj den dritten Schnittpunkt von | 0^6; j, 
dann muß notwendig 

C^^ der dritte Schnittpunkt von | 0,6, | 
sein. Nehmen wir nun einen der drei Übrigen i-Puukte, 
so kann dies entweder nur b^ oder fij oder b^ sein; verbinden 
wir ihn mit Qj, so muß diese Verbindungslinie durch einen 
der C-Punkte gehen. Nennen wir denjenigen Punkt b^, 
dessen Verbindungslinie mit a^ durch Cg geht, so haben wir 
in einer Geraden. i' 21 ^ 
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Wir haben nunmelir die drei Geraden 

I Iritis C^ 1, 

i »A', 1, 

also bilden diese Punkte eine Gruppe von neun assoeiierten 
Punkten (§ 10,2); da aber ©CgCj auf einer Geraden Hegen, 
weil © der Tangentialpunkt zu [^ ist, so müssen die sechs 
Punkte ^^ 5g^ ^^^ ^^^ ^^^ ^^ 

auf einem Kegelschnitt liegen; nun liegen aber auch die drei 
Punkte ©, C,, C^ auf einer Geraden, also bilden die neun 

Punkte n. m rr r ( 

91, 58, ®, Q,, bi, Ci, Qj, 63, C| 
wieder eine Gruppe von neun assoeiierten Punkten; von 
diesen liegen aber 31 SSE auf einer Geraden, a^bjCi auf einer 
zweiten Geraden, folglieh müssen auch 

0365, Ci 
auf einer dritten Geraden liegen. 

In gleicher Weise folgt, wenn wir einen der beiden 
noch übrigen Punkte b^ oder 6^ nehmen, dessen Verbindungs- 
linie mit Oj ebenfalls durch einen der vier c-Punkte hin- 
durchgehen muß, und denjenigen Punkt 63 nennen, dessen 
Verbindungslinie mit a^ durch Cj geht, also 

in einer Geraden liegen, daß die drei Geraden 
|3158e|, 
I 2361C5 I, 

neun Punkte einer assoeiierten Gruppe bilden, und da wieder 
föCgCj auf einer Geraden liegen, so müssen die sechs Punkte 

91, 58, a„ a^, i,, 63 
auf einem Kegelschnitt liegen. Fügen wir die drei in einer 
Geraden liegenden Punkte ®, c^, c, hinzu, so bilden auch 
die neim Punkte 
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9t, «, e, a„ 6„ c„ Qg, 63, c, 
eine Gruppe von neun associierten Punkten, und da 91^© 
auf einer Geraden, a^h^t, auf einer zweiten Geraden liegen, 
so müssen auch a 6 : 

auf einer Geraden liegen. 

Nehmen wir endlich den letzten Punkt l)^ und verbinden 
ihn mit Oj, so muß auch diese Verbindungslinie durch einen 
der vier c- Punkte gehen. Es kann aber [Oiti^l nicht durch 
Cj gehen, weil jOiCij schon h^ enthält, auch nicht durch Cg, 
weil I OiCj j schon b^ enthält, auch nicht durch C3, weil 
I ajCg I schon ig enthült, folglich muß {Oibtl durch q gehen. 

Wir haben daher ab C 

auf einer neuen Geraden, und hieraus fo!gt wieder in 
gleicher Weise, wie vorhin, daß auch 

auf einer Geraden liegen müssen. Zu diesen zehn erhaltenen 
Geraden treten nun noch sechs weitere. Ziehen wir näm- 
lich Iflätial, so kann diese Gerade weder durch c,, noch 
durch Cj, noch durch Cg gehen, folglich muß sie durch C^ 
gehen, also liegen n b t 

auf einer Geraden; ziehen wir | 0364!, so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch c^, noch durch C4 gehen, folglich 
muß sie durch C3 gehen, also liegen 

auf einer Geraden; ziehen wir j 0^6^ i; so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch c^, noch durch c^ gehen, folglich 
muß sie durch C4 gehen, also Hegen 

auf einer Geraden; ziehen wir j 0564!, so kann diese Gerade 
weder durch c^, noch durch C3, noch durch C4 gehen, muß 
also durch C^ gehen, also liegen 

auf einer Geraden; ziehen wir | 0463!, so kann diese Gerade 
weder durch Cj, noch durch c^, noch durch c^ gehen, muß 
also durch c, gehen, also liegen 
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auf einer Geraden; und ziehen wir endlich | Q^tj |, so kann 
diese Gerade weder durch Cj, noch durch Cg, noch durch C^ 
gehen, muß also durch c^ gehen, also liegen 

auf einer Geraden. Mehr Verbindungslinien aus den Gruppen, 
die von den früheren verschieden wären, lassen sich aber, 
wie leicht zu sehen ist, überhaupt nicht ziehen, also erhalten 
wir nach der gewählten Bezeiehnungsweise folgendes Schema 
von 16 Geraden: 



(S) 



Dies liefert eine merkwürdige Konfiguration von 
zwölf Punkten und 16 Geraden, indem auf jeder der 
16 Geraden drei der zwölf Punkte liegen, und durch 
jeden der zwölf Punkte vier der 16 Geraden gehen.* 
3. Diese Konfiguration führt zu einer Menge von weiteren 
Beziehungen. Nehmen wir nämlich von den zwölf Punkten 
Q;, tij, C,- (i = i. 2. 3. 4) irgend drei solche heraus, welche nicht 
in einer Geraden liegen, z, B. 

a,, ba, i^, 

so schneiden die Verbindungslinien je zweier 

I Qibäl zum dritten Mal in C^, 

I I1C3I „ „ „ „ 63, 

1 11.1:31 .. « >, >, «4 

und es liegen nach unserm Schema (S) 

auf einer Geraden. Dies giebt folgenden Satz: 

* Vergl, 0. Hesse; „Über Kutren dritter Ordnung und die Kegel- 
schnitte, welche diese Kurven in drei verschiedenen Punkten berühren". 
(Crelle's Journal f. Math. Bd. XXXVl S. 153.) 
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Sclineidet eine Gerade die 0'^' in den Punkten 
21,23,6, und man legt aus jedem derselben eine be- 
liebige Tangente an C**' (aus jedem Tangenten- 
quadrupel je eine beliebige), welche in atic berüliren 
mögen, dann sclineiden die drei Seiten dieses Drei- 
ecks I tic j, 1 ca I, I all I die C'^' in drei neuen Punkten, 
welche in einer Geraden liegen. 

Dies folgt auch daraus, daß a,Ii,c drei Punkte'sind, in 
welchen ein Kegelschnitt die C* berühren kann (als spe- 
zieller Fall von dem Satze § 9, ö). 

Wir wissen ferner, weil die drei Punkte 9t, a,, Oj auf 
einer Geraden liegen (denn 31 ist der Tan genti alpunkt zu 

aO und j^j.^.1^ <^ j;^ ^g^^^g I 5^5gg i^ 

» öl ,1 .) I Qi^iiCi I, 

» Ol )) -i I "i % h I 

geht, daß die sechs Punkte 

''&, e, 6,, q, 6„ c, 
auf einem Kegelschnitt liegen müssen; stellen wir diese zu 
dem Pascalschen Sechseck zusammen. 

so folgt, daß die drei Schnittpunkte 

(SSö^, ©Cs), (öbj, Ec,), (£),c^, Ci6,) = a^ 
auf einer Geraden liegen müssen; aus gleichem Grunde 
liegen auch 

(Stlg, ©Cg), (936i, ©C4), Qg auf einer Geraden, 
\, 6q), i^K ©O, a, „ „ 
\, ©Ca), (S&\, SCi), a^ „ „ 
\, SO, (SS64, ©O, a^ „ „ 
\, ©c,), (58b„ 6C3), a, „ „ 
Eezeiehnen wir daher die vier Punltte 
(S8i„ de,) - ä„ 

(Sil,, sg - S„ 
(Sit,, 6t,) - ä„ 
(Sb., ttcj - l„ 
so haben wir gefunden 
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§,§gag, §1^30^, ^Aa^, 

%^A, Ss^iClg, Ss^gOi 

in je einer Geraden, also 

d.h. OäCaa^ das Diagonaldreieck des vollständigen Vierecks 

Andererseits wissen wir auch, daß StOiOj auf einer 
Geraden liegen (weil % Taugen tialpunkt flir a^ ist), und es 

^"^"^^^ durch St die Gerade ] ^ÖS |, 

>, «4 „ „ U4&1C4I, 

folglich liegen die sechs Punkte 

ö, d, b„ 62, Ca, c, 
auf einem Kegelschnitt, und das Pascalsche Sechseck 

liefert die Pascalsche Gerade der drei Punkte 

(®6„ ©c,), 0B\,lS.c,), {5,c„ 6,0 = 03; 
da nun identisch 

und außerdem ,, , - ^ v 

Q3=(§i§g, §2§4), 

SO muß auch das Sechseck 

§,sg,§4e§3 

ein Pascalsches sein, also die sechs Punkte 

58, e, §,, §a, §3, §4 
müssen auf einem Kegelschnitt liegen; die beiden Strahl- 

müssen daher projektiv sein oder die mit ihnen identischen 
Strahlbüsche! ^{bA^K) 7\ ^ ii,Z,c^t^) , d. h. 

Legt man aus irgend zwei Punkten S und S die 
Tangentenquadrupel, so sind die aus ihnen ge- 
bildeten Doppelverhältnisse einander gleich (in 
gehöriger Zuordnung), ein Satz, den wir schon früher auf 
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andere Weise bewiesen haben (§ 9, 6). Hier zeigt sieh zu- 
gleich, wie die Zuordnung geschehen muß. 

Aus der bekannten Eigenschaft des Doppelverhältnisses 
folgen noch die drei übrigen Projektivitaten 

4. Die beiden Tangentenquadrupel aus 58 und E durch- 
schneiden sich im Ganzen in 16 Punlsten, die wir in fol- 
gender Weise bezeichnen können 
(58ii,,Sci) = §ni («6,,ec,) = §i,; (S86„Sc3) = §,3;(58b„ec4) = §,4, 

(5Öb^,Sc,)-§4n {^K,^(^)-h,\ (SS\,(S0 = §,3; (Sb„ ©O^Sj, 

wobei aber §,t und §tj wesentlich voneinander verschieden 
sind, indem der erste Index sich immer auf S, der zweite 
auf S bezieht. Nach dieser Bezeichnung haben wir zwischen 
den 16 Durehschnittspunkten der beiden Tangenten quadrupel 



aus 5Ö und E, und den vier Punkten n,, 
24 Geraden, welche je drei Punkte enthalten 



t O31 



die 



(T) 



|ai8„S„|, 






38^33 1) I 



lii|ä„8« 



K8, 



I as§i4§3; 



I oAih 






Ferner ergieM sieb aus der Gleichheit der Doppel- 
verliältmsse (3.) 

Siß§,i§23§s3§44 auf einem KegolsehnitLt ^[^\ 
SSl„ä„S„ä„ „ „ „ Sf, 



y Google 



§ 13. Beziehungen zwiaoheii den Berührungspunkten etc. 103 
Folglich wird für den Kegelschnitt ^j , da 

ist, fläisfii ^iii Polardreieck (selbstkoujugiertea Drei- 
eck) sein. 

Für den Kegelschnitt St,^' wird 

also ist 0,0,0^ ein Polardreieck. 
Für den Kegelschnitt Sf ist 

( (§i3§3i> §24^42) = Qu 
(SiaSsi, 33iä4ä)^a„ 

1 (§13^441» ä31§B4)-02T 

also ist OiOgOi ein Polardreieck, und endlich für den Kegel- 
schnitt Ä^ ' ist: I /& a s a 1 — n 

I (§14§3B. §4lSä3) = Q2' 

also OjagOg ein Polardreieck. Wir bemerken auch, weil die 

beiden Sehnen i ^ = i i i , = r 

|§„§äal und |§33§4,i 

des Kegelschnitts ^f sieh in Og schneiden, daß alle durch o^ 
gezogenen Strahlen den Kegelschnitt in Punktepaarea 
treffen müssen, welche von SS (oder S) aus gesehen unter einer 
Strahleninvolution erscheinen; insbesondere ist ein Strahlen- 
paar der durch a^ gehende Strahl und die Taugente in 58 
(oder 6); da aber die Strahlenpaare 

1506^1 und \m^\, isbj und \mA 

eine Strahleninvolution bestimmen, welcher auch das Strahleu- 
paar \ 580^ | und | SOg | angehören muß, weil 

a, und Qg, §n und S^g, §^, und Sjj 
die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vierseits 
sind [Tab. (T)], so wird | ^Qa^ | die Tangente in 58 am Kegel- 
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Bclmitt ®^ sein, und aus gleichem Grunde wird | Süj | die 
Tangente in © am Kegelschnitt Sj^' sein; mithin ist a^ der 
Pol von I S5(£ I für den Kegelschnitt ^f'. 

"Wir können somit den vorigen Resultaten noch hinzufügen : 
für den Kegelschnitt Sf* sind n, und |S3©| Pol und Polare, 



„ „ „ ^f „ a, „ iSS) „ „ „ . 

Zusammengefaßt erhalten wir fol^^enden Satz: 
Schneidet eine Gerade g die C™ in den drei 
Punkten 31, S8, ©, und hahen die Tangentenquadrupel 
aus 91, 33, e an die O»^) bez. die Berührungspunkte 

didäasClt, W^i^i, t^hh'^i, 
so sehneiden sieh die heideii Tangentenquadrupel 
aus S8 und ® in 16 Punkten, von denen viermal vier 
Durchschnittspunkte: 

8i. (.■,/._,,,.=,.) 
mit S und ß auf je einem Kegelschnitt liegen 
^(21 gca) ^(S) gCT 

Für diese vier Kegelschnitte sind die Pole der 
Geraden g die vier Berührungspunkte (a^) des Tan- 
gentenquadrupela aus §1; für denjenigen Kegel- 
schnitt tf, für welchen Q; und g Pol und Polare 
sind, bilden die drei ührigen Punkte a ein Polar- 
dreieck, nämlich das Diagonaldreieck desjenigen 
voUst'ändigenVierecks, welches von den vier Punkten 
§ii gebildet wird und dem Kegelschnitt Sf ein- 
beschrieben ist. 

Dieser Satz gilt natürlich dreimal, da wir 5!(,^,S mit- 
einander vertauschen können. 

5. Da nach Tabelle (T) die Punktepaare 

Q^ und üa, §14 und S^^, S^^ und S^g 
die drei Paar Gegenecken eines vollständigen Vierseits sind, 
also z. B. von dem Punkte SB aus gesehen unter den drei 
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Strablenpaaren einer Involution ersclieinen, so erbalten wir 
die drei Strahlenpaare 

jSOil und Sßa^l, 

|SS§„l = |5BfeJ und j 58§,3 1 = | SB6, |, 
|S8§,t| = ] 506,1 ™d |SB§33| = |S6J, 
d. h, die drei Strahlenpaare 
|S8Qj| und lüßflal, ]S86,1 und IShjl, j Sßfi^ | uud | SfiJ 
als einer Strahleninvolution angekÖrlg. 

Andererseits sind aber infolge des Sebema (S) (2.) aucb 
die Punttepaare 

a,a^, biD^, CiCa, 

die drei Paar Gegenecten eines vollständigen Vierseits; also 
gehören auch die drei Strablenpaare 

I «üi I und ] SBOä I, I «b, I und | S6, |, | öc, i und | 33c, | 
einer Involution an, welche mit der vorigen identiscb ist, 
weil sie zwei Strablenpaare mit ibr gemein bat. 

In gleicher Weise folgt aus der Tabelle (S) wegen des 
vollständigen Vierseits, dessen drei Paare Gegenecken sind 

Qj \md Oj, ig und ij, C3 und Cj, 
daß auch die Strahlenpaare 

lißail und I^Cgl, | SSbJ und |Stji, |SßcJ und | 5öcJ 
einer Involution angehören, die ebenfalls mit der ersten 
identisch ist, weil sie zwei Strahlenpaare mit ibr gemein 
hat; und endlieb wegen des vollständigen Vierseits, dessen 
drei Paar Gegenecken 

flä und a,, tj und ö^, c, und Cg 
sind, daß auch die Strahlenpaare 

|5ßQj und iSSfljl, jSBisJ nnd 1836,1, 1 58Cj | und | £Bc, [ 
derselben Strahleninvolution angehören. 

Wir baben demgemäß sechs Strahlenpaare einer und 
derselben Strahleninvolution 
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Es würde ermüdend sein, wollten wir dieselbe BetrachtTing 
wiederholen, indem wir YOn andern vollständigen Vierseiten 
ausgehen, wie sie die Tabelle (T) und das Schema (S) in 
großer Menge darbieten. Es genüge, das leicht abzulesende 
E^sultat anzugeben; es zeigt sich nämlich, daß SS gleich- 
zeitig der Mittelpunkt füc drei verschiedene Strahleninvo- 
lutionen wird, deren Strablenpaare nach den Berührungs- 
punkten a,-, bf, C; hingehen; jede solche Strableninvolution weist 
sechs Strahlenpaare auf. Dasselbe gilt für (5 und natürlich 
auch für ^, weil diese Punkte beliebig miteinander ver- 
tauscht werden dürfen. Wir erhalten demgemäß drei 
Gruppen von je drei Strahlen Involutionen, deren Strablen- 
paare wir so zusammenstellen können: 



!aa.l, 


|Sl«,l, 


|Sla.l 


1«".!, 


|ab,i 


|S!6.i, 


l«6.l 


l«*.l, 


lat.i 


iac,|, 


lacj 


ISltJ; 


|«0,| 


a«.!, 


laa,! 


a«4l. 


i«4.| 


l«6j':, 


1«6,1 


laii.l, 


ISlc.l 


l«c.l, 


lac, 


l«c.l 



|S8»al, 



»6,1, 
«Kl, 



aa,|. 



3 c.!, 
Sc.l; 



6"il, |6a,l, 
16«,!, 16a.l, 
166,1, 1S6,|, 

K6,!, IS6.I, 

tttil, ISc,!, 
Sc,i, ISc,',; 

«»,1, ie«.i, 
leo,!, ido.i, 

|S6. 1, |S6,.I, 
!S6,1, 1S6,1, 
l«t,l, lSc,l, 
lEc,|, lEt.j; 
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l««ii, 1«».,:, 


18», 


IBo.l, 


«0,1 


Ea,l 


aa,l, 180,1, 


is«,l 


l»".l, 


lSa,l 


1S«.I 


ia*ii, la'J, 


8b,] 


läJb/, 


Kb, 


156.] 


1816.1, in,\, 


lab.l 


186,:, 


leb. 


Sb,] 


l»t, 1, lat.i. 


ISt, 


IStJ, 


Et,] 


IKc.l 


l«lt.l, |Slt,l; 


St, 


lac.ii 


6c, 


St. 



Von solchen drei Strahleninvolutäonen I, II, 111, z. B. 
aus St, die bestimmt werden durch zwei Paare, welche sich 
auf drei Arten aus den vier Strahlen 

|9taJ, 19ta,|, |SIa,|, |9[o,| 
bilden lassen, sind bekanntlich (wenn die vier Strahlen reell 
sind) immer zwei hyperbolisch und eine elliptisch, (Th. d. K. 
S. 56) (Siehe § 15.) 



(14. 



Weitere Bezicluingen und Folgerungen 
ans denselben. 



1. Lassen wir in dem allgemeinen Satze (§ V^, 4) ins- 
besondere die Punkte 58 und S zusammenfallen, so fällt das 
Tangentenquadrupel aus ^ auch mit dem Tangentenquadrupel 
aus S zusammen und die Schnittpunkte 

gehen in die Berührungspunkte über des Tangentenquadrupela 
aus 93 = S. 2t wird der Tangentialpunkt zu S = S, Der 
Kegelschnitt JE[*' geht in die konische Polare 58'^' des Punktes 
SS rücksichtlich der C'^' über, und das Diagonaldreieck 

fällt identisch zusammen (§ 13, 4) mit dem von den drei 
übrigen Berührungspunkten der Tangenten aus % an die 
C(»> gebildeten Dreieck, während die aus 91 gehende vierte 
Tangente ] 21SB | den Berührungspunkt S hat; also erhalten 
wir den Satz: 
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Geht aus einem Punkte 2t der C*^' das Tangenten- 

quadrapel , ar • i nr i \ m < i m i 
^ ^ ! 5taJ, I SCo^l, I Sfa^], | %a^\ 

an dieselbe, dessen Berührungspunkte Oj, 0^, «3, Ü4 

sind, und legt man aus einem derselben, z. B. aus 

(\,, aufs nene das Tangentenquadrupel 

«.t,l, 10,1,1, 10,1.1, |o,t,l 

an die C^'^\ dessen Berührungspunkte t^, t^, tj, t^ 

seien, so bilden dieselben ein vollständiges Viereck, 

dessen Diagonaldreieck 

(t,t3, t,t,)==a3, 

identisch zuaammenfälit mit dem Dreieck, welches 
von den drei übrigen Berührungspunkten 

gebildet wird. 

Durch das vollständige Viereck tit^tgt^ gehen drei 
Liaienpaare, , deren Durchbohmngs sehnen mit der C' 
(nämlich die Tangenten in OuOjaj) duich den Punkt 2t laufen; 
folglich ist 91 der 0-egenpnnkt des Punktqnadrupels tjtjtgtj 
(§ 9, 1). Oteht nun duich Sl die beliebige Gerade | 2t58S |, wie 
früher, so müssen auch die ?echs Punkte 

SB. e, t„ t„ t,, t, 

auf einem Kegelschnitt liegen. Wir haben also den Satz; 

Jeder durch die vier Berührungspunkte eines 
Tangentenquadrupels (aus cii) gelegte Kegelschnitt 
schneidet die C'^' in zwei neuen Punkten, deren Ver- 
bindungslinie beständig durch den Tangentialpunkt 
(31) desjenigen Knrvenpunktes läuft, von welchem 
das Tangentenquadrupel ausging. 

Oder auch: 

Der Gegenpunkt zu den vier Berührungspunkten 
eines Tangentenquadrupels ist der Tangentialpunkt 
desjenigen Punktes der C<^', von welchem das Tan- 
gentenquadrupel ausging. 
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Oder auch: 

Geht aus einem Punkte Oi der 0'^' ein Tangenten- 
quadrupel an dieselbe, so bilden die vier Berührungs- 
punkte desselben ein vollständiges Viereck, dessen 
drei Diagonalpunkte a^, a^, a^ denselben Tangential- 
punkt St haben, wie a,. 

Ziehen wir durch 91 die beliebige Gerade | 31S£ ] und 
legen auch aus S und E die Tangentenquadrupel an die 
6''^', deren Durchs chnittsp unkte 



wie wir oben (§ 13, 4) gesehen haben, mit S und ß auf 
einem Kegelschnitt liegen und ein vollständiges Viereck 
bilden, dessen drei Diagonalpunkte ebenfalls 0^, Oj, ^4 sind, 
so sehen wir, daß die beiden Kegelschnitte 

[«etit^tgtj und |56S§ii§,g§g3§J 

nicht nur die Punkte 58 und @ gemein haben, sondern auch 
ein gemeinschaftliches Polardreieck a^ajöi, woraus folgt, daß 
sie identisch sein müssen, da es nur einen Kegelschnitt giebt, 
welcher durch zwei Punkte geht und ein gegebenes Dreieck 
zum Polardreieck hat; also liegen die zehn Punkte 

S, e, t„ t„ t,, t„ §„, §^3, 83,, ä« 
auf einem und demselben Kegelschnitt. Wir können hier- 
nach zu dem in § 13, 4 gefundenen Satze noch den Zusatz 
machen; 

Der Kegelschnitt S^ hat nicht bloss a, und g zu 
Pol und Polare, Gj^a^Z^ zum Polardreieck, sondern 
geht auch durch die vier Berührungspunkte des- 
jenigen Tangentenquadrupels, welches aus a, an die 
C'^' gelegt werden kann. 

2. Da aus K das Tangentenquadrupel an die C"*' geht, 
dessen Berührungspunkte ü^, a^. Hg, ß^ sind, so liegen die 
Punkte 9t, n^, a^, Qg, a^ auf einem Kegelschnitt (der konischen 
Polare 3t*^'), welcher in St dieselbe Tangente hat, wie die 
C-^K Da ferner aus Oj das Tangentenquadrupel an die C'*' 
geht, dessen Berühcui^spunkte t,, i^, tj, t4 sind, so liegen 
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auch die Punkte Qi, ti, t^, t^, 14 auf einem Kegelsehnitt (der 
konisclien Polare a^^), welcher in a, dieselbe Tangente, 
nämlich | ttiSl | hat, wie die C'^>. 

Sodann ist, wie wir ivissen, 91 der Gegenpunkt für das 
Punktquadrupel t^tat^tj, d. h. sämtliche Kegelschnitte des 
Büschels [titgtgtj schneiden auf der C"' Sehnen aus, die 
durch 3t laufen. Dieses Kegelschnittbäschel mit den Grund- 
punkten ti,ta,t3,t4 schneidet auf der Geraden |2taJ eine 
Punktin Solution aus, deren einer Doppelpunkt a^ ist, weil 
der besondere "Kegelschnitt [flititätgtj -= a,'^' die Gerade 
I Sta, I in Ol berührt. Um den andern Doppelpunkt dieser 
Punktinvolution zu ermitteln, berücksichtigen wir die gegen- 
seitige Lage der betrachteten Punkte. 

Es liegen nämlich wegen des Diagoualdreieeks 

(t,t„ t3t4) = a,, 

(tA, t,tj = a„ 

(t.t„ t,t3)^a, 

sowohl a^titj auf einer Geraden, als auch wegen der aus 31 

und Ol gelegten Taugenten 

ttit^ti auf einer Geraden, 
Status „ „ 
ferner aber auch t^iiü^ auf einer Geraden, folglich die 
übrigen sechs Poukte 

9(, t,, t^, a,, as, a, 
notwendig auf einem Kegelschnitt. 
Ferner liegen 

Ojtäti auf einer Geraden, 
flitat, „ „ „ 

da nun auch 1,1^0, auf einer Geraden liegen, so müssen die 
übrigen sechs Punkte 

9t, t,, t,, Q,, Q,, a, 
auf einem Kegelschnitt liegen. Aus den beiden Kegelschnitten 

[Sttit^aiOattj} und [9lt,t„a,a,aJ 
folgen die Projektivitäten 
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da nun aber , o,,,. , r«, ,-, 

so ist auch 

ü,(a,SIi,g Aa,(a,2tt^t0. 
Hieraus ergiebt sicli, daß das Quadrat des Doppel- 

also 

sein muß; der Wert +1 fällt als illusorisch heraus, weil 
weder ttj mit 3t, noch t[ mit t^ im allgemeinen zusammen- 
fallen wird; folglieh muß 

sein, d. h, das Linienpaar durch fl^, nämlich | t,tjj | und ] t^t^ | 
trennt harmonisch die Punkte S( und a,. 

Dasselbe gilt in gleicher Weise von dem Linienpaar 
1 1| tj i und ] ta t J durch Oj und auch von dem dritten Linien- 
paar; die Punktinvolution, welche das Kegelschnitthüsehel 
[tit^tgtj] auf StOi ausschneidet, hat daher die Punkte 3( und 
flj zu Boppel punkten; von fl; hatten wir diese Eigenschaft 
bereits erkannt. Da die Doppelpunkte dieser Involution 
konjugierte Punkte für sämtliche Kegelschnitte des Büschels 
sind, so können wir den Satz aussprechen: 

Legt man aus einem Punkte Oj einer C<*> das 
Tangentenquadrupel an dieselbe, dessen Berührungs- 
punkte t,, tä, t^, ti seien, und ist SC der Tangential- 
pnnkt zu a,, so sind 31 und a^ konjugierte Punkte für 
sämtliche Kegelschnitte des Büschels [t^t^t^tj; es 
giebt also insbesondere auch zwei Kegelschnitte 
dieses Büschels, welche in 31 und in a, die Gerade 
|S(a,] berühren. 

3. Da die Polaren von a^ in Bezug auf sämtliche Kegel- 
schnitte des Büschels [tjiatgtj durch St gehen müssen, weil 
a^ und "& konjugierte Punkte für dieselben sind, so be- 
schreiben diese Polaren ein Strahlbüschel, welches mit dt-m 
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Kegeischüittbiiscliel [tit^tätj bekanntlich projektiv ist. Die 
beiden projektiven Gebilde erzeugen also eine Kurve dritter 
Ordnung, dieselbe geht durch tit^tgt^, den Gegejipunkt %l, 
ferner durch Oj und berührt l^Qi| iu tt,, weil für den be- 
sonderen Kegelschnitt (titgtjtjO,) die Polare von a^ die Tan- 
gente in Ol ist; sodann auch, weil dein Linienpaar Itit^j, 
I tjt^l die Polare von a,, d. b. die Gerade | '&a^\ entspricht 
und die beiden Schnittpunkte derselben mit dem Linienpaar 
in Oj zusammenfallen, ist a^ ein doppelt zu zählender Punkt 
des Erzeugnisses, ebenso a^ und dj. Das Erzeugnis ist da- 
her mit unserer Kurve C'^> identisch, weil es schon dreizehn 
Punkte mit ihr gemeüi hat. Die Polare von n, in Bezug 
auf einen Kegelschnitt des Bübchels geht durch die beiden 
Berührungspunkte des Tangentenpaaies, welches aus a^ 
an den Kegelschnitt gelegt werdtn kann Wir können also 
als Ergänzung des letzten Satzes hmzufngfn: 

Wählt man die Berühiungspunkte eines Tan- 
gentenquadrupels (aus Qj) zu Grundpunkten eines 
erzeugenden Kegelschnittbüschels, so ist der Gegen- 
punkt der Tangentialpunkt St zu a^. Die Kurve C'^^ 
selbst erscheint als der Ort der Berührungspunkte 
sämtlicher Tangentenpaare, welche aus Q^ an die 
Kegelschnitte des Büschels gelegt werden können. 
Die C* geht auch durch die drei Diagonalpunkte 
des von den vier Griindpunkten gebildeten voll- 
ständigen Vierecks, und diese Diagonalpunkte haben 
denselben Tangentialpunkt Sl, welchen a^ hat. 

Auch ist umgekehrt durch fünf beliebig gewählte Punkte 
(von denen keine drei auf einer Geraden liegen) eine C<^' voll- 
ständig und eindeutig bestimmt, wenn man verlangt, einer 
derselben, St, soll der gemeinsame Tangentialpunkt für die 
vier übrigen a,, a^, a^, a^ sein; denn da diese als Berührungs- 
punkte doppelt zu zählen sind, so werden im ganzen neun 
Punkte zur Bestimmung der C<^> gegeben sein. Durch diese 
neun Punkte gehen aber keine zwei verschiedenen Kurven 
dritter Ordnung (d. h. sie bilden nicht die Grundpunkte 
eines Kurvenbfischels), denn sonst müßten, da drei Punkte 
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%, a^j tti auf einer Geraden liegen, die sechs übrigen flg, o^, 
Oj, Oa, a^, a^ auf einem Kegelschnitt liegen, was nicht der 
Fall ist, weil sich nicht drei Tangenten eines Kegelschnitts 
I flä^ä li l'^a'^ali !'^4'l4l i^i einem Punktest schneiden können. 
Man erzeugt diese Kurve C*^' dadurch, daß man das Kegel- 
sehnittbüschel mit den vier Grundpunkten [0103113114] bildet 
und TOn ?t die Polaren rüeksiehtlich aller Kegelschnitte 
des Biiscbek nimmt, welche ein Strahlenbüsehel bilden, pro- 
jektiv mit dem Kegelschnittbüschel; das Erzeugnis dieser 
beiden projektiven Gebilde ist die C^l 

4. Aus dem vorhin bemerkten Eesultat (2.), daß die 

sechs Punkte „, 

%, a,, dg, Og, ti, t^ 

auf einem Kegelschnitt liegen müssen und daraus, daß die drei 
übrigen Punkte 

auf einer Geraden liegen, folgt, daß die neun Pimkte 

at, ti, t,, %, ti, Qi, a^, de, Oj, 
zusammen eine Gruppe von nenn associierten Punkten bilden 
derart, daß jede Kurve dritter Ordnung, welche dui^ch acht 
derselben geht, auch durch den neunten gehen muß; 
(§ 10, S) also: 

Ein Punkt a, der d«', sein Tangentialpunkt S, 
die vier Berührungspunkte des Tangenteuquadrupels 
aus Oj und die drei Diagonalpunkte des von diesen 
vier Berührungspunkten gebildeten vollständigen 
Vierecks sind eine Griippe von neun associierten 
Punkten. 

Nimmt man nur die vier Punkte t^, t3,ts,t4 an imd 
verlangt, daß sie Berührungspunkte eines Tang entenquadrup eis 
sein sollen, dessen Ausgangspunkt nicht gegeben ist, dann 
ist die C*"' dadurch noch nicht bestimmt, sondern man 
kann im allgemeinen noch zwei Punkte von ihr, ^, und 
pj, willkürlich annehmen, weil außer den vier Punkten 
tj, tg, tg, ti noch die drei Diagonalpunkte des vollständigen 
Vierecks 
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(t,t,, tjt,) - a„ 

(lA, t,«-a„ 

(l,t„ t,« - I>4 
mit gegeben sind, also zusammen sieben Punkte, zu denen 
noch zwei willkürlieb gewählte "pi und p^ für die 
der Kuxve hinzutreten dürfen. Nimmt man die 
staltet sich die Konstruktion folgendermaßen: 

Der Kegelschnitt [titatgtipi] liefert eine Tangente in p,, 
der Kegelschnitt [titgt^t^p^] eine Tangente in p^; der Schnitt- 
punkt beider Tangenten ist der gesuchte Punkt a^, dessen 
Tangentenquadrupel die Berührungspunkte t,, tg, t^, t4 hat, 
(3.) und die C^' ist nun nach dem Obigen vollständig bestimmt. 
Eine Ausnahme hiervon macht der Pail, wenn ins- 
besondere pi und pj konjugierte Punkte sind rückaichtlich 
des Kegelschnittbüschels mit den vier Grundpunkfcen i^, tj, 
t^, ti- In diesem Falle wird nämlich der Schnittpunkt a^ 
unbestimmt, weil jene beiden Tangenten in 1)[ und p^ an 
den beiden vorigen Kegelschnitten in eine und dieselbe Ge- 
rade zusammenfallen, also ihr Schnittpunkt unbestimmt 
wird. Und in der That bilden dann alle dabei auftretenden 
C'-^'i eia Büschel von Kncven dritter Ordnxmg, wie wir eben 
gesehen haben; (ist pi'^ a,, so wird ^J^ = 31). "Wir schließen 
hieraus umgekehrt: 

Alle Kurven dritter Ordnung, welche durch die 
vier Ecken eines vollständigen Vierecks (titstgtj, 
seine drei Diagonalpunkte (asögCi^) und noch einen 
willkürlich zu wählenden achten Punkt p^ hindurch- 
geben, gehen noch durch den zu p^ rücksicbtlich 
des Kegelschnittbüsehels [t^t^tatj konjugierten Punkt 
pä und bilden ein Kurvenbüschel dritter Ordnung 
mit diesen neun Grundpunkfcen. Zwei besondere Kurven 
dieses Büschels erhält man, indem man pj zum gemein- 
schaftlichen Tangentialpunkt für titatgtj wählt, dann ist p^ 
der gemeinschaftliche Tangentialpunkt für ajCtjOi und p,, oder 
indem man p^ ^^"^ gemeinschaftlichen Tangentialpunkt für 
titgtgt^ wählt, dann wird ))[ der gemeinschaftliche Tangential- 
punkt für UäOgCIi und p^. 
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§ 15. Drei Systeme TOn nnendlich Tielen Paaren 
koiijugiertci- Punkte auf der 0'^'. 

1. Geht aus einem Punkte Sl der C^> ein Tangenten- 

quadrupel an dieselbe (§ 9,6), dessen Berührungspunkte 

«1, Oä, Oa, «4 

seien, so lassen sieh dieselben zu drei Paaren ordnen, indem 

durch die Wahl des einen Paares dns andere mitbestimmt 

wird -, , , 

1. Ol und a^, a^ und a^, 

II. a, „ a., a^ „ o^, 

ni. Oj „ ttj, a>t „ flg. 

Jedes solches Paar kann, wie wir jetzt umgekehrt nach- 
weisen wollen, als ein Paar konjugierter Punkte für die 
G'"' in dem früheren Sinne (§ 2) aufgefaßt werden, welcher 
den Ausgangspunkt unserer Betrachtungen bildete; und 
durch ein solches Paar werden dann unendlich viele andere 
Paare konjugierter Punkte mitbestimmt, welche diejenigen 
Eigenschaften besitzen, die wir (§ 2 und § 3) von ihnen 
gefunden haben. 

Da wir aber auf dreierlei Art (I, II. III.) solche Paare 
festlegen können, so erhalten wir nicht nur ein, sondern 
drei verschiedene Systeme von unendlich vielen Paaren kon- 
jugierter Punkte auf der C'"*, und können eine imd dieselbe 
Kurve C^' aus dem ersten, zweiten oder dritten System 
heraus konstruieren. 

Der Nachweis der Identität mit der Erzeugung in § 2 
und § 3 braucht sich nur auf eines dieser drei Systeme zu 
erstrecken, weil er in gleicher Weise für die beiden übrigen 
geführt werden kann. 

Nehmen wir daher im Systeme I. von den Berührungs- 
punkten Bj, Qj, Oj, a^ des Tangentenquadrupels aus % die 

Paare , , 

üj und Qg, Og und Ci^, 

so wissen wir aus § 13, 2, daß der beliebig gewählte Punkt 

6^ der C'^' mit a^ und a^ verbunden zwei Strahlen t&ilil 

und |6iila| giebt, welche zum dritten Male in c, und Cj 
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achneideiij und daß die Punkte C^ und Cj die Eigenschaft be- 
sitzen, denselben Tangentialgmikt S zu liaben. Derselbe 
kann dadurch gefunden werden, daß wir % mit dem Tan- 
gentialpankt S8 für t^ verbinden und den dritten Schnitt- 
punkt 'S- Yon I 3158 ] mit der C^'' aufsuchen. Wir erhalten 
also aus dem einen Paare 0.^!x.^, indem wir 6; verändern, un- 
endlich viele andere Paare CjC^ auf läer G*", welche sämt- 
lich die gleiche Eigenschaft wie fl^o^ besitzen, nämlich den- 
selben Tangentialpunkt zu haben. 

Da aber in § 13, 5 nachgewiesen ist, daß die drei 



j^aj und \%a^\, \ 'äa,] und |3[n,|, \%z,\ und \'äz,\ 
einer Strahleninvolution angehören, welche schon durch die 
beiden ersten Strahlenpaare vollständig bestimmt ist, so er- 
kennen wir, daß der Punkt St nach sämtlichen Punktepaaren 
CjCa, die aus dem ersten a^a^ abgeleitet werden, Strahlen- 
paare einer und derselben Strahleninvolution sendet, welche 
dem Punkte % zugehört. 

Nehmen wir drei solche Punktepaare c^c^, cJCg, c,"c" 
beliebig heraus, so erkennen wir, daß die C-"^ als der Ort 
solcher Punkte SI erscheint, welche nach diesen drei Punkte- 
paaren drei Strahlenpaare einer Involution sendet, und da- 
durch ist die Identität unserer C"> mit derjenigen Er- 
zen gnngs weise, von welcher wir in § 3 ausgingen, nach- 
gewiesen. Wir können demgemäß folgendes Resultat aus- 
sprechen: 

Wenn man von zwei solchen Punkten tt, a^ der 
C'l'*, welche denselben Tangentialpunkt haben und 
konjugierte Punkte heißen sollen, ausgeht, so wird 
durch dieselben ein ganzes System unendlich vieler 
Paare von konjugierten Punkten q c^ in eindeutiger 
Weise festgelegt, indem man zu jedem neuen Paare 
dadurch gelangt, daß man einen beliebigen Punkt g 
der C'^' mit Oia^ verbindet und die dritten Schnitt- 
punkte q Cj aufsucht. Jeder Punkt 9t der C'^> sendet 
nach allen Paaren konjugierter Punkte Strahlen- 
paare einer Involution. 
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Alle übrigen Eigens et aftert, a. B. daß auch jedes ab- 
geleitete P^mktepaar mit einem neuen Kurvenpunkt ver- 
bunden, als dritte Schnittpunltte wieder ein Paar konjugierter 
Punkte liefert, daß die Strahleninvolutionen, welche selbst 
zwei konjugierten Punkten zugehören, in projektiver Be- 
ziehung und halb- per spektiver Lage sieh befinden, daß man 
jedes beliebige Paar konjugierter Punkte zu Mittelpunkten 
der zugehörigen erzeugenden Strahleninvolutionen wählen 
kann u. s. w., ist schon in § 2 und § 3 ausgeführt und braucht 
nicht wiederholt ku werden, obwohl es sieh auch von hier aus 
direkt ableiten läßt, 

2. Neu aber tritt uns hier das Resultat entgegen, daß 
auf einer gegebenen C'^' drei verschiedene Systeme von 
Paaren konjugierter Punkte, die in einem gewissen Zu- 
sammenhange miteinander stehen, auftreten, daß also auch 
dieselbe Kurve C*^' auf drei wesentlich verschiedene Arten 
durch zwei StraLleninvoIutionen in projektiver Beziehung 
und halb -perspektiver Lage erzeugt werden kann. 

Hat nämlich das Tangentenquadrupel aus 91 die Be- 
rühi-ungs p unkte 

"ii öä, Q5, Ol, 

und seien die drei Diagonalpunkte dieses vollständige]'. 
Vierecks , v ™r 

dann kann man entweder 

L % und St' als Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen wählen, wobei die nach 

a^ und «2, cij und a^ 
hingehenden Strahlenpaare zur Bestimmung derselben dienen, 
in welchem Falle selbstverständlich die Strahleninvolution 
[?l'] eine hyperbolische ist; oder 

II. St und 91" als Mittelpunkte der erzeugenden StraLlen- 
invoIutionen, welche durch die Strahlenpaare nach 

a, mid Oa, (lg und Oj 
bestimmt werden: oder 
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III. 91 und %'" als Mittelpunkte der erzeugenden Straiilen- 
involutionen, welche durch die .Strahlenpaare nach 

Ol und a^, o^ und Og 
bestimmt werden. 

In allen drei Fällen ist die Strahleninvolution [Sl'j, \W], 
[St"'J eine hyperbolische, während bekanntlich von den drei 
Strahleninvolutionen in 91 zwei hyperbolisch sind und eine 
elliptisch ist. Dieselbe Kurve C-^' kann also zweimal durch 
zwei hyperbolische Strahleninvolutionen und einmal durch 
eine hyperbolische und eine elliptische Strahleninvolution 
erzeugt worden. Zwischen den drei verschiedenen Systemen 
von Paaren konjugierter Punkte auf der C*** besteht ein 
gewisser Zusammenhang, über den folgende Betrachtung 
Auskunft giebt: 

Ist Sß^i ein beliebiges Paar konjugierter Punkte mit 
dem gemeinsamen Tangentialpunkt % in dem einen System, 
^'^, ein Paar konjugierter Punkte mit dem gemein- 
samen Tangentialpunkt %' in dem zweiten System, und 
möge die Gerade |^^'l der C<^' anm dritten Mal in $", 
die Gerade 1 5ß,^; \ der C'^) zum dritten Mal in %' begegnen, 
so müssen offenbar die Tangenten in ^^'?ß" der C<" in 
den Punkten %, %', %" einer Geraden zum dritten Mal be- 
gegnen, ebenso die Tangenten in ^.^J^ßJ' in den Punkten 
X, %', %" derselben Geraden. Der dritte Schnittpunkt %" 
der Geraden \ %%' | ist also gemeinsamer Tangentialpunkt 
für ^"^i", und diese sind daher ein Paar konjugierter Punkte 
in einem der drei Systeme. Sie können aber weder dem 
ersten System ai^ehören, noch dem zweiten, müssen also 
dem dritten angehören. Denn gehörten ^"5ßJ' und ^pSp^ 
demselben Systeme an, so müsstc der Schnittpunkt 

auf der C^ liegen, d. h, ^' und ^J müssten zusammenfallen, 
■was der Annahme gemäß nicht der Fall ist; also gilt der Sata: 
Sind ^ und 5ßi ein Paar konjugierter Punkte in 
einem der drei Systeme, ^' und 3^J ein Paar kon- 
jugierter Punkte in dem zweiten System, so sind 
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die dritten Schnittpunkte 5ß" und S^[' der Ver- 
bindungslinien !^*P'| und I ^1?; I mit der C") ein 
Paar konjugierter Punkte in dem dritten System, 
und die drei Tangentialpunkte dieser drei Punkte- 
pa,are liegen auf einer Geraden. 

Ana zwei Paaren konjugierter Punlcte zweier verschie- 
denen Systeme folgt also immer ein Paar konjugierter Punkte 
des dritten Systems. 

Wir haben hierbei stillschweigend vorausgesetzt, daß 
das Tangentenquadrupel von einem Punkte % der C*^' aus 
Yier reellen Strahlen bestehe, also auch vier reelle Berührungs- 
punkte habe. 

Dies braucht indessen keineswegs für alle Punkte der 
fjis) ^gj pa^^^ j.,j gein^ sondern die Tangenten können auch 
paarweise konjugiert-imaginär sein, also es können auch nur 
zwei oder keine der yier Tangenten reell sein. Dies ruft 
wesenthche Modifikationen der vorigen Untersuchungen her- 
vor und führt aui^ die verschiedenen Gestalten, welche eine 
C^' annehmen kann, sowie auf die Bedingungen für die Er- 
zeugung der einen oder der andern Gestalt. Diese Unter- 
auchimg hehalten wir uns für später vor (§ 18). 

3. Welches der drei Systeme von konjugierten Punkte- 
paaren auf der 0<^> wir auch wählen mögen, in jedem der- 
selben können wir noch die Mittelpunkte der beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen in ein beliebiges Paar kon- 
jugierter Punkte hineinverlegen und daher auf unendlich 
vielfache Weise die 0*'' vermittelst zweier Strahleninvolutionen 
erzeugen. Solche zwei erzeugenden Strahleninvolutionen be- 
halten nun für dasselbe System hinsichtlich ihres hyperbolischen 
oder elliptischen Charakters Gleichartigkeit oder Ungleich- 
artigkeit bei, wie man auch ihre Mittelpunkte verändern mag. 
In der That, ob eine Strahleninvolution hyperbolischer 
oder elliptischer Natur ist, läßt sich durch die Lage zweier 
beliebigen Strahlenpaare 

X und ajj, y und y, 
bekannthch so entscheiden, daß man den Wert des Doppel- 
verhältnisses 
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betrachtet; ist dasselbe positiv, so wird kein Elementen- 
paar durch das andere getrennt, also ist die Involution 
hyperboliscli; ist das Doppelverhältnis dagegen negativ, 
so wird jedes der beiden. Elementeupaare dureli das andere 
getrennt, also ist die Involution elliptisch. Dieses konstante 
Vorzeichen des Doppel Verhältnisses bleibt erhalten, welche 
zwei Elementenpaare man auch herausnehmen mag, da sie 
durch zwei Elementenpaare gerade bestimmt wird und 
natürlich ihren Charakter nicht ändern kann bei anderer An- 
nahme von Elementenpaaren. 

Nehmen wir drei zur Bestimmung der C^' notwendige 
und hinreichende Paare von konjugierten Punkten (§ 2) 
9(3t„ 5SSS„ ®(5, 

willkürlich und unabhängig voneinander an, dann gilt für 

die fünf beliebigen Punkte %, 58, ^j, (S, ©^ die Identität 

zwischen den Doppelverhältnissen (§ 2, t) 

9t(eei«S50 . SB ((S©,58,^) . S8, (Se.StSB) ^ 1, 

und ebenso zwischen den fünf beliebigen Punkten SI^, S, SB^, 

(S, t^i die Identität 

Sil (se. SSS80 . « (ee, ^8, %) . ^, {©s, 3i, ss) = i , 

woraus durch Division folgt 

3(,(eei5ö5öj) »,i:(5e,sisio 

und in gleicher Weise würde sich auch die Identität ergeben 
% (SSaSiSS.) S(S8£8 j^a,) 

diese Relationen aeigen aber, daß wenn die beiden den 
konjugierten Punkten % und 2l( zugehörigen Strahleninvo- 
lutionen gleichartig sind, d. h. entweder beide hyperbolisch 
oder beide elliptisch, auch die den beiden konjugierten Punkten 
58 und 58| und ebenso die den beiden konjugierten Punkten 
® und (^1 zugehörigen Strahleninvolutionen gleichartig sein 
müssen; dagegen wenn die den beiden konjugierten Punkten 
3t und 9tj zugehörigen Strahleninvolutionen ungleichartig 
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sind, d. li. eine hyperbolisch und die andere elliptisch, dies 
auch bei den beiden, den Punkten ^ und S8j, soivie den Punkten 
S und Si zugehörigen Strahleninvolutionen der Fall sein muß. 
An Stelle des Paares 93 ©i können wir aber ein be- 
liebiges anderes Paar konjugierter Punkte XS^ (desselben 
Systems) setzen, ohne daß die Strahleuinvolutionen [21] miA 
[Stj] dadurch geändert werden, also gilt für jedes beliebige 
Paar konjugierter Punkte KfE^ dasselbe, was für irgend ein 
Paar konjugierter Punkte desselben Systems gilt. Wir 
schließen daher den Satz: 

Wenn für irgend ein Paar konjugierter Punkte 
einer 0<*' die zugehörigen Strahleninvolutionen 
gleichartig sind (d. h. entweder beide hyperbolisch 
oder beide elliptisch), so sind sie für sämtliche 
Paare konjugierter Punkte gleichartig; wenn da- 
gegen für irgend ein Paar konjugierter Punkte 
(desselben Systems) einer C'i^) die zugehörigen 
Strahleninvolutionen ungleichartig sind (d, h. eine 
elliptisch und die andere hyperbolisch), so ist dies 
auch bei sämtlichen übrigen Paaren konjugierter 
Punkte der Fall. 

4. Nun ist die eine Möglichkeit, nämlich daß die den 
sämtlichen Punkten einer (7<^> zugehörigen Strahleninvolutionen 
alle elliptisch seien, von vornherein ausgeschlossen, 
sondern es giebt immer auf der C^' solche Punkte, deren 
zugehörige Strahleninvolutionen hyperbohsch sein müssen; 
denn wären StSi^ ein Paar konjugierter Punkte, so schneidet 
die Verbindungslinie j 2t§t, | die C<^' notwendig noch in 
einem dritten Punkte, für den die zugehörige Strahlen- 
involution eine hyperbolische ist, weil für ihn |S(9t, | ein 
Doppelstrahl wird; und dies gilt für jeden VerbindungsstraM 
zweier konjugierten Punkte. Der ersiie Fall teilt sieh dem- 
nach in zwei Teile, und es können überhaupt nur drei Fälle 
eintreten, nämlich: 

k) Die den sämtlichen Paaren konjugierter Punkte der 
0'^' zugehörigen Strahleninvolutionen sind gleicJiartig und 
allemal beide hyperbolisch; 
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ß) die den sämtlichen Paaren konjugierter Punkte der 
C'ä) zugehörigen Strahleninvolutionen sind gleichartig, aber 
für einen Teil derselben sind heide hyperbolisch, für den 
übrigen Teil von Paaren smd beide elliptisch; 

ji) die jedem Paare konjugierter Punkte der C<*' zu- 
gehörigen Strahleninvolutionen sind immer ungleich ai'tig, 
d. h. eine hyperbolisch und die andere elliptisch. 

Wir wollen diese drei Fälle nach dem Vorsehlage 
B-eye's (Geometrie der Lage, 3. Auflage, S, 244) bezeichnen 
als a) den hyperbolischen, ß) den elliptischen und y) den 
dualen Fall. 

Daß der erste (hyperbolische) Fall wirklich eintreten 
kann, erkennen wir p.us der Erzeugung der C-^' vermittelst 
einer Kegelschnittschar und eines Punktepaares Sl?tj (§ 3, 4). 
Kehmen "wir nämlich eine Kegel Schnitts char mit vier gemein- 
schaftlichen imaginären Tangenten an, so besitzt dieselbe 
bekanntlich die Eigenschaft, daß die Tangentenpaare aus 
jedem Punkte der Ebene an dieselbe eine hyperbolische 
Strahleninvolution bilden, folglich auch aus allen Punkten 
der C>. Punkte mit zugehörigen elliptischen Strahlen- 
involutionen giebt es also überhaupt nicht. 

5. Den Nachweis für die eben ausgesprochene Be- 
hauptung wollen wir der kürzeren Aussprache wegen auf 
dem dual gegenüberstehenden Gebiete führen, d. h. den 



„Jede Gferade wird von einem Kegelschnitt- 
btisehel mit vier imaginären Grundpunkten in einer 
hyperbolischen Punktinvolution geschnitten." 

In einem Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grund- 
punkten giebt es nämlich immer ein reelles Linienpaar bc 
(ausgearteter Kegelschnitt des Büschels), die Träger zweier 
elliptischen Punktinvolutionen, die sämtlichen Kegelschnitten 
des Büschels zugehören, d. h. aus Paaren konjugierter 
Punkte rucksichtlich sämtlicher Kegelschnitte des Büschels 



Schneidet nun eine beliebige Gerade g die Träger dieser 
beiden Punktinvolutionen in den Punkten 



y Google 



§15. Drei Sjatemn voe unendlich vielen Paaren etc. 123 

■anä sind die konjugierten Pmikte derselben in den beiden 

Involutionen bez. , 

P, und q, 
ihre Verbindnngslinie 

ist femer ia dem Schnittpunkt der Träger ein Punkt der 
einen mit einem der andern vereinigt 
(fec) = 93 ^ ©1, 
deren konjugierte Punkte für "beide Involutionen bez. 

S8^ und e 
seien, und heißt endlieh die Verbindungslinie 

I S8,e i - a, 
dann wird diejenige Punktinvolntion, welche das ICegel- 
echnittbüschel auf der Geraden g ausschneidet, durch die 
beiden Punktepaare bestimmt 

(?6)und(?c), {ga) und (gg,). | Th. d. K. S. 257.] 
Von den fünf Geraden in der Ebene a,b,c,g,gi wird 
nnn jede durch die vier übrigen in vier Punkten geschnitten, 
die einen bestimmten Wert des Doppelverhältnisses dar- 
hieten, und zwischen den dadurch erhaltenen Doppelverhält- 
nissen gilt die bekannte Möbiussche Relation 
</ {ag.hc) . b (ag^cg) . c {ag^gh) = 1 
(§ 2, 7), welche sich in die Form bringen läßt 
„ , 1 — c(ahg.o) 
"^ ■"' l-Kacg^g) 
Weim nun die beiden Punktinvolutionen auf & und e 
elhptisch sind, so sind die Werte der beiden Doppelverhältnisse 

ciabg^g) und h{acgig) 
beide negativ, folglich g(hcagi) posititiv, d. h. die auf g 
ausgeeohnitteue Involution ist hyperbolisch w. k. b. w. 

In gleicher Weise können wir zeigen, daß bei Ver- 
änderung von g, wodurch sich auch g^ verändert, das Linien- 
paar gg^ anf der Geraden a Pimktepaare einer und derselben 
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festen Involution ausschneidet; denn sei ein lieliebiges zweites 
Geradenpaar der vorigen Art g'(i[, so ist identisch 
a{bcgg') .l{cagg') . c(abgg') -1, 
a{chg,g[) h{acg,g[) c{bag,g[)=l, 
wenn dahür wegen der Involution auf h 
h{cagg')^h{acg^g[) 
und wegen der Involution auf c 

ciahgg') = c{hag^g[) 
ist, so folgt auch 

a{bcgg')^a^{chgig\), 

folglich hesehreiben die Punkte {ag) und (a^g^ auf dem 
Träger a eine Punktinvolution. Aus dem Zusammenhange 
dieser drei Punktinvolutionen auf den festen Trägem aöc, 
welcher durch die Beziehung gegeben ist 

«(^cg'f/i) .hicagg^) ,c{algg^ = \ 
folgt auch, daß die Involution auf a hyperbolisch sein muß, 
wenn die beiden Involutionen auf h und c elliptisch sind, 
und überhaupt von den drei Involutionen immer zwei 
elliptisch und eine hyperbolisch, oder alle drei hyperbolisch 
sein müssen {Th. d. K. S. 254), 

6. Kehren wir nach dieser Abschweifung zu der Be- 
trachtung in 4. zurück, so wissen wir hinsichtlich des hyper- 
bolischen oder elliptischen Charakters zweier erzeugender 
Strahlen in volutionen einer C'^', daß die Gleichartigkeit oder 
Ungleichartigkeit desselben zwar erhalten bleibt für dasselbe 
System konjugierter Punkte der C", daß aber dabei drei 
Fälle, der hyperbolische, der elliptische und der duale auf- 
treten können. Dies führt zwar nicht zu wesentlich ver- 
schiedenen Gattungen der C<^', sondern z. B. bei derselben 
C<*' kann sowohl der elliptische, als auch der duale Fall 
auftreten, und wir werden erst später die verschiedenen 
Gattungen der C* und die Bedingungen für ihre Erzeugung 
kennen lernen, allein mit der Km-ve C'^' hängt eine be- 
stimmte Kurve ^'■'^'' eng zusammen (§ 6), welche ebenso 
dui'eh Paare von Punktinvolutionen erzeugt wird, wie die 
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C' durch Paare von Strahl eninvolutioneü. Der hyperbolische, 
elliptische oder duale Charakter für die C'*' steht mit dem 
für die S'*' in einem Zusammenhange, welchen wir jetzt 
uüterstiehen wollen. 

Halten wir eines der drei Systeme konjugierter Punkte 
auf der C**' fest, so sendet ein beliebiger Punlvt derselben 
nach sämtlichen Paaren konjugierter Punkte Strahlenpaare 
einer bestimmten ihm zugehörigen Strahleninvolution; zu 
zwei konjugierten Punkten seibat gehören zwei bestimmte 
Strahleninvolutionen, die entweder gleiebartigeu oder un- 
gleichartigen Charakters sind. Die Verbindungsstrahlen 
aller Paare konjugierter Punkte umhüllen eine bestimmte 
S£'", und zwar ist eine solche Verbindungslinie der eine 
Doppelstrahl einer jener Strahleninvolutionen, dem sich der 
zweite zugesellt, so daß der Schnittpunkt beider ein Punkt 
der C' wird (nämlich der dritte Schnittpunkt jener ersten 
Verbindungslinie und der C^^). Wir können also auch 
sagen: die ^^-^^ wird umhüllt von sämtlichen Doppel strahlen 
der vorigen Strahleninvolutionen. Die Tangenten der ®'^> 
ordnen sich auf diese Weise selbst zu Paaren konjugierter 
Tangenten, und jede beliebige Tangente wird von diesen 
sämtlichen Paaren konjugierter Tangenten in Punktepaaren 
einer Punktinvolution geschnitten; die Doppelpunkte dieser 
Pmiktinvolution erfüllen dann wiederum die C^' und bilden 
die Paare konjugierter Punkte derselben. Dadurch wird 
der Kreis der Betrachtung geschlossen. Der früher gefundene 
Zusammenhang zwischen den Paaren konjugierter Punkte 
der 0**' und Paaren konjugierter Tangenten der S<^' ist 
aber der, daß immer das eine Paar durch das andere har- 
monisch getrennt wird (§ 7, 2). 

Wenn nun bei der C-^' der hyperbolische, elliptische 
oder duale Fall eintritt, so wird auch in bestimmter Weise 
einer dieser drei Fälle bei der ^'^' eintreten, hinsichtlich 
der Paare erzeugender Involutionen. 

7. Gehen wir von drei zur Bestimmung der (7'^' not- 
wendigen uud hinreichenden, voneinander unabhängigen 
Paaren konjugierter Punkte 
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aus, so erhalten wir aus ihnen drei Strahleninvolutionen^ 
durch je zwei Strahlenpaare bestimmb, die wir in ab- 
kürzender aber nicht mißzuYerstehender Weise so bezeichnen 
können 

9t[a3ss,se,], *8[ee,§t9t,], s[Sta,5ss5j, 

Sti[S58i6ej, SSj[eS,S[9tJ, K,[St?(iaJSSj; 
die drei Paare {reeller oder konjugiert- imaginärer) Doppel- 
strahlen der drei Strahleninvolutionen [%], [S], [(S"| seien 

und können als drei Paare konjugierter Strahlen zur Be- 
stimmung der ^(^> gewählt werden. Passen wir nmi die 
drei PuuktepAare 

% und %„ 58 und ^„ E und S, 
als drei ausgeartete Kegelschnitte auf, so bestimmen je 
zwei derselben eine Kegelschnittsehar; aus diesen drei 
Scharen leiten wir durch Vereinigung von je zwei Kegel- 
schnitten neue Scharen a.b u, 3. f., von denen die Gesamt- 
heit des ganzen Kegelschnittgewebes erfüllt wird (§ 5). 
Fassen wir andererseits die drei Linienpaare 
a und «j, b uad \, c und c, 
als drei ausgeartete Kegelschnitte auf, so bestimmen je 
zwei derselben ein Kegelsehnittbüschel , und aus diesen drei 
Büscheln leiten wir durch Vereinigung von je zwei Kegel- 
schnitten neue Büschel ab u. s. f. Die Gesamtheit aller 
dieser Kegelschnitte erfüllt das Kegelschnittnetz. Eine 
der einfachs'ten Erz eugungs weisen für die C*' war nun die, 
daß wir aus dem Kegelschuittgewebe eine beliebige Kegel- 
schnittsehar herausnahmen, aus einem beliebigen Paar kon- 
jugierter Punkte ?!?Ci an jeden Kegelschnitt der Schar die 
Tangentenpaare legten und zum Durchschnitt brachten; die 
vier Durchschnittspunkte erfüllen dann die ganze C' (§ 3, 4). 
Andererseits nehmen wir ein beliebiges Kegelschnittbüschel 
aus dem Netze heraus und lassen ein Paar konjugierter 
Strahlen aa^ (einen ausgearteten Kegelschnitt d 
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von jedem Kegelsehiiitte des Büschels in zwei Punktepaaren 
öurclisclmeiderL ; die vier Verbindungslinien der Durchsehnitts- 
punkte umhüllen dann die ganze Kurve ^'''. 

Ueber den byperbolischen, elliptischen oder dualen 
Charakter, welchen die C* darbietet, entscheidet dann der 
Charakter der Strahleninvolutionen in 91 und §1^, und über 
den hyperbolischen, elliptischen oder dualen Charakter der 
S'^' ebenso der Charakter der beiden Punktinvolutionen auf 
a und a^^. Da wir aus 5. wissen, daß jedes Eegelschnitt- 
hüsehel mit Tier imaginären Grundpunkten eine beliebige 
Gerade in Punktepaaren einer hyperbolischen Punktinvolution 
schneidet, \ind andererseits an jede Xegelsehnittschar mit 
vier imaginären gemeinschaftliehen Tangenten ein beliebiger 
Punkt der Ebene Tangentenpaare sendet, die eine hyper- 
bolische Strahleninvolution bilden, so folgt z. B. daß, wenn 
unter sämtlichen Kegels chnittscharen des Gewebes eiue ein- 
zige vorkommt, die vier imaginäre gemeinschaftliehe Tan- 
genten besitzt, dann die zugehörige C"* notwendig hyper- 
bolischen Charakters sein muß, und, wenn unter sämtlichen 
Eegelscbnittbüachehi des Netzes ein einziges vorkommt, 
dessen vier Grundpunkte imaginär sind, dann notwendig die 
zugehörige ffi'*' hyperbolischen Charaktevs sein muß. 

8. Betrachten wir nun den einen der beiden dual 
gegenüberstehenden Fälle, ein Kegelschnittbüschel, so ent- 
hält dasselbe bekanntlieh im allgemeinen drei Linienpaare 
(ausgeartete Kegelschnitte); diese sind entweder alle drei 
reell, oder nur eines von ihnen ist reell und die beiden 
andern sind konjugiert-imaginär; die Schnittpunkte (Doppel- 
punkte) dieser imaginären Linienpaare sind entweder beide 
reell, oder keiner von beiden, aber ihre Verbindungslinie, 
auf welcher sie durch eine elliptische Punktinvolution ver- 
treten werden. Der erste Fall kann nur eintreten, wenn 
die Grundpunkte des Büschels alle vier reell sind. Der 
zweite Fall, daß zwei Linienpaare reelle Schnittpunkte 
(Doppelpunkte) haben, aber selbst konj u giert- im agiimr sind, 
tritt nur ein, wenn die Grundpunkte des Büschels alle vier 
imaginär sind. Der dritte Fall, daß von den beiden imagiuären 
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Linienpaar eil auch die beiden Schnittpunkte (Doppelpunkte) 
konjugiert- imaginär sind, aber auf einer reellen Geraden 
durch eine elliptisclie Punktinvolution vertreten werden, tritt 
nur ein, wenn von den vier Grundpunkten zwei reell und 
zwei konjugiert -imaginär sind, deren Verbindungs strahlen 
das eine allein reelle Linienpaar des Büschels bilden (Th. d. 
K. S. 364). 

Das Analoge gilt für die Kegelschnittschar. 
Nehmen wir nun an, daß auf einer C*^' zwei konjugierte 
Punkte 2t, SIj mit zugehörigen elliptischen Strahleninvolutionen 
vorhanden sind, also die C^' elliptischen Charakters ist, 
dann müssen die konjugiert-imagiuären Doppelstrahlen dieser 
beiden elliptischen Strahleninvolutionen sich in vier imaginären 
Punkten durchschneiden, die auf einem (reellen und in be- 
kannter Weise konstruierbaren) Linienpaar liegen und durch 
zwei (ebenfalls reell konstruievbare) elliptische Punktinvo- 
lutionen vertreten werden. Die vier imaginären Durch- 
schnittspunkte sind aber die vier Grundpunkte eines Kegel- 
sehnittbüsehela, welches dem Netze angehört, aus dem die 
Äö> hervorgeht; also muß diese nach der obigen Bemerkung 
hyperbolischen Charakters sein. Wir schließen hieraus den 
Doppelsatz: 

Wenn eine (7^ elHp.. Wenn eine ^<" ellip- 
tischen Charakters ist, so tischen Charakters ist, so 
muß die zugehörige S''> muß die zugehörige C' 
hyperbolischen Oharak- hyperbolischen Charak- 
ters sein. ters sein. 

Dasselbe gilt auch, wenn von den beiden den kon- 
jugierten Punkten % und %^ zugehörigen Strahleninvolutionen 
nur eine elliptisch und die andere hyperbolisch, also die 
C*^' dualen Charakters ist. Denn die beiden Linienpaare, 
gebildet von den Doppelstrahlen der Strahleninvolufcionen, 
schneiden sich, da nur eines reell ist, in vier imaginären 
Punkten, die durch zwei elliptische Punktinvolutionen auf 
den beiden reellen Doppelstrahlen vertreten werden und reell 
konstruiert werden können. Die vier imaginären Schnitt- 
punkte dieser beiden Linienpaare sind die Grundpunkte 
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eines Kegels chnittbüsehels, welches dem Nebze angehört, aus 
dem die S'^' hervorgeht, also muß diese hyperbolischen 
Charakters sein. Wir schließen hieraus den Doppelsatz; 

Wenn eine C^' dualen Wenn eine S'^' dualen 
Charaktere ist, so maß Charakters ist, so muß 
die zugehöriges'^' hyper- die zugehörige C^' hyper- 
bolischen Charakters bolischen Charakters 
sein, sein. 

Aus den vorigen beiden Doppels ätzen schließen wir 
durch ümkehrung: 

Wenn eine C^^' hyper- Wenn eine Sl'^' hyper 
bolischen Charakters ist, bolischen Charakters ist 
so muß die zugehörige St'-^' so muß die zugehörige C^' 
entweder dualen oder entweder dualen oder 
elliptischen Charakters ellipti sehen Charakters 
sein, und zwar dualen sein, und zwar dualen 
Charakters, sobald auf Charakters, sobald die 
den beiden Doppelstrah- beiden Doppelpunkte ir- 
len irgend einer der er- gend einer der erzeugen- 
zeugenden Strahleninvo- den Punktinvolutionen 
lutionen die durch samt- nach allen übrigen Dop- 
liehe Doppelstrahlen- pelpunktpaaren zwei un- 
paare ausgeschnittenen gleichartige Strahienin- 
Punktinvolutionen un- volutionen senden, da- 
gleichartig sind, dagegen gegen elliptischen Cha- 
elliptischen Charakters, rakters, sobald solche 
sobald sie gleichartig zwei Strahleninvolu- 
sind. tionen gleichartig sind. 

Daß niemals zu einer C<^' hyperbolischen Charakters 
wieder eine S'^' hyperbolischen Charakters zugehören kann 
und umgekehrt, folgt daraus, daß bei einer C'"^ hyper- 
bolischen Charakters unter den Paaren konjugierter Punkte 
auch immer imaginäre Punkte auf reellem Träger vor- 
kommen müssen. Der directe Nachweis für diese Behauptung 
erfordert aber eine eingehendere Untersuchung, zu der wir 
in den nächsten Paragraphen übergehen wollen (§ 16 — 20). 
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§ 16. Allgemeine Untersuchung der Terschiedenen 
Gestalten, welche eine C") anuehmen kann. 

1. Die verschiedenen Erzeugungs weisen der C'% welche 
wir kennen gelernt haben, liefern immer einen geome- 
trischen Ort von (einfach) unendlich vielen Punkten, welche 
kontinuierlich aufeinander folgend die gesamte C<^> erfüllen; 
diese besitzt die Eigenschaft, daß aus einem beliebigen 
Punkte D derselben entweder keine, oder zwei oder vier 
reelle Tangenten an die Kurve gehen (§ 9, e), außer der 
Taugente in D seihst. Jede Gerade begegnet der C^' im 
allgemeinen in drei Punkten, von denen einer immer reell 
sein muß, die beiden andern auch konjugierfc-imaginär sein 
können. 

Gehen wir nun von einem beliebigen endlichen Punkt 
der Kurve aus (der kein Wendepunkt ist) und drehen um 
D einen Strahl s in der ganzen Ebene herum (um 180", 
oder als Halbstrahl um 360"), so wird dieser Strahl s der 
6''^> außer in O noch in zwei weiteren Punkten § und §' 
begegnen, welche entweder beide reell sind und getrennt 
voneinander liegen, oder in einen Punkt zusammenfallen 
(welcher ■ dann ein Berührungspunkt wird) oder endlich 
konjugiert -imaginär sein können. Der mittlere Fall wird 
den Übergang bilden vom ersten zum dritten und umgekehrt 
bei kontinuierlichem Verlauf der C(*> (ohne Doppelpunkt). 
Denken wir uns die vollständige Drehung des Strahles 
s um den Punkt D vollzogen, so daß die Punkte von s 
nach und nach sämtliche Punkte der Ebene erreichen, so 
wird die Annahme, daß für alle Lagen von s die beiden 
Punkte §g' immer konjugiert -imaginär seien, unzulässig 
sein, weil dann die ganze C"' nur den einzigen reellen Punkt 
D haben würde, was gegen die Voraussetzung unserer Er- 
zeugung s weisen ist. Insbesondere wird schon die Tangente 
in D noch in einem dritten Punkte Oj der C'^' begegnen, 
dem Tangentialpunkt von D. Es bleiben also nur zwei 
Möglichkeiten; 
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a) Entweder schneidöt der um sD YoUstsudig herum- 
gedrehte Strahl s die C* immer in zwei reellen getreirat 
liegenden weiteren Punkten §§', oder: 

ß) Der Strahl s schneidet für gewisse Gebiete seiner 
lim £) vollzogenen Drehung in zwei reellen Punkten §§', 
für andere fiebiete in zwei konjugiert-imaginären Punkten, 
und der Übergang von dem einen zum andern Fall findet 
statt beim Zusammenfallen der Punkte §§', d. h. der ver- 
änderliche Strahl s wird Tangente aus D an die C*^', ge- 
hört dem Tangentenquadrupel aus D an. DaB in der That 
bei der Drehung des Strahles s um D solche Lagen ein- 
treten müssen, in welchen § und §' reell und getrennt von- 
einander sind, geht auch daraus hervor, daß die Verbindungs- 
linie von D mit irgend einem andern Punkte § der C' not- 
wendig noch in einem dritten reellen Punkte §' der C*^' 
begegnen muß, der unter Umständen auch mit ä zusammen- 
fallen kann. 

2. Fassen wir nun zunächst den ersten Fall ins Auge, in 
welchem die Punkte S und §' immer reell und voneinander ge- 
trennt sind, so wird keine Tangente des von D ausgehenden 
Quadrupels reell sein können, weil sonst für diese zwei Punkte § 
und §' zusammenfielen (was gegen die Annahme ist), und bei 
weiterer Drehung müOte der Fall zweier konjugiert -imaginärer 
Punkte §§' eintreten, was ebenfalls gegen die Annahme ist. 
Für die Tangente in D fällt einer der beiden Punkte 5 §' 
nach D selbst, der andere §' ist der Tangentialpunkt 0^ zu D- 
In diesem ersten Falle muß daher die C<^* aus zwei 
voneinander getrennten und in sich zusammen- 
hängenden Zügen bestehen, deren einen der Punkt § und 
den andern der Punkt §' durchläuft. Der eine der beiden 
Züge geht durch 0; wir wollen diesen als von § besehrieben 
annehmen und den paaren Zug oder das Oval nennen, 
weil jeder Strahl s ihn in zwei Punkten, nämlich in D und 
§, trifft; den andern von §' beschriebenen Zug wollen wir 
den unpaaren Zug oder die Serpentine nennen, weil 
jeder Strahl s ihn nur in einem reellen Punkte trifft. Er 
enthält notwendig den Tangentialpunkt D, zu O. 
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Wir können in unserm Fall auch sagen: Jede Gerade 
s, welche durch einen Punkt des paaren Zuges einer zwei- 
zügigea C^' hindurchgeht, mnß noch in zwei andern reellen 
Punkten der C'^' begegnen, von denen der eine auf dem 
paaren, der andere auf dem unpaaren Zuge der Kurve liegt. 
Aus dem Punkte Dj, dem Tangentialpunkt zu 0, geht 
die reelle Tangente |DjiD| an die Kurve, folglich not^ 
wendig noch eine zweite reelle Tangente; die übrigen beiden 
Tangenten aus Dj könnten reell oder auch konjugiert -ima- 
ginär sein; daß letzeres nicht der Fall ist, geht aus dem 
Folgenden hervor (5.). 

3. Wenn auf dem um D gedrehten Strahl s sowohl 
reelle als auch konjugiert -imaginäre Punkte s§' für ver- 
schiedene Lagen von s vorkommen, so muß es Übergangs- 
fälle zwischen zwei solchen Gebieten bei der Drehung von s 
geben, d. h. es muß vorkommen, daß § und §' zusammenfallen, 
also aus D eine reelle Taugente au die C<-'' geht, mithin also min- 
destens noch eine zweite reelle Tangente; die beiden übrigen 
können reell oder auch konjugiert - imaginär sein. Wir 
wollen die erstere Annahme an dritter Stelle behandeln und 
jetzt annehmen, daß aus O nur zwei reelle Tangenten 

t^ und t^ 
an die C<*' gehen (die übrigen beiden Tangenten aber kon- 
jugiert- imaginär seien). 

In diesem Falle teilen die beiden reellen Tangenten 
den ganzen Raum der Ebene in vier Gebiete, zwei Scheitel- 
räume und die beiden Nebenscheitelräume. Das eine Paar 
Seheitelräume enthält sämtliche Punktepaare §§', die auf 
einem durch t) gehenden Strahle s getrennt voneinan.der 
liegen; das andere Paar Seheitelräume enthält überhaupt 
keinen reellen Punkt der Kurve weiter. In dem ersten 
Paar Scheitelräume muß also die ganze C^' verlaufen und 
einen zusammenhängenden Zug bilden; wir nennen sie 
eine einzügige C^' oder Serpentine. Sie hängt im Un- 
endlichen zusammen, wie die Hyperbel, kann auch durch 
ihre unendlich entfernten Punkte in mehrere Zweige zer- 
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fallen, die miteiaander wie die Hyperbel zusanmienhängen ; 
über diesen Zusammenliang in den unendlich entfernten 
Punkten ■werden wir noch später eine Überlegung anstellen. 
Voriäufig tritt uns diese C" im Gegensatz zur vorigen als 
eine einziigige entgegen, die durch den Punkt O selbst 
hinäurcbgeht (sobald nämlich § nach O fällt, geht §' nach 
Ol) und die charakteristische Eigenschaft besitzt, dali dieser 
eine Zug ein unpaarer Zug ist, d. h. eine Gerade s ihm 
nur entweder in drei oder in einem reellen Punkte (D) be- 
gegnen kann. 

4. Es bleibt uns jetzt nur noch der dritte Fall übrig, 
nämlich die Annahme, daß von dem Punkte D der Kurve 
vier reelle Tangenten 

k> k, h, h 
an dieselbe gehen. 

In diesem Palle muß der Strahl s bei seiner Drehung 
um jedesmal beim Durchgange durch jeden dieser vier 
Strahlen aus einem Gebiete, in welchem seine beiden Übrigen 
Schnittpunkte § §' reell sind, in ein solches übergehen, in wel- 
chem diese Punkte §§' konjugiert- imaginär sind. Bezeichnen 
wir nun die vier Tangenten aus D in der Reihenfolge, daß bei 
der Drehung des Strahles s zuerst ^j, dann t^, darauf t^ und 
endlich ^4 erreicht wird, bis s wieder in die Lage von i, 
zurückkehrt, und machen wir die zulässige Annahme, daß 
bei der Drehung der Strahl s in den beiden Scheitelräumen 
zwischen t^ und ^ uti"^ reelle Schnittpunkte %%' habe, so 
mrd man in den beiden Scheitelräumen zwischen fg und (3 nur 
konjugiert -imaginäre, zwischen ^3 und t^ wieder nur reelle 
und endlich zwischen t^ und ^^ wieder nur konjugiert -ima- 
ginäre Schnittpunkte §§' haben. Wir erhalten demgemäß 
zwei Paar Seheitolräume , in welchen nur reelle Punkte der 
C('' sich befinden, in welchen also die ganze Kurve ver- 
lauft, und dazwischen liegend zwei Paar Scheitelräume, die 
keinen reellen Punkt der C"** enthalten. Da diese Scheitel- 
räume nichts miteinander gemein haben, als den Punkt D, 
so muß die Kurve C'*^' eine zweizügige sein, wie im ersten 
Falle (2.). Der eine Zug verläuft ganz in einem Paar der 
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betreffenden Selieitelräume und geht durch den Punkt O 
selbst hindurch; auf ihm liegt auch der Taiigentialpunkt 
Dij wir wollen ihn den nnpaaren Zug nennen, weil jeder 
Strahl s, welcher in diese betreffenden Selieitelräume hinein- 
fällt, der 6'<*' in drei reellen Punkten begegnet. Der andere 
Zug geht nicht durch D, weiS die C<^l keinen Doppelpunkt 
hat; wir wollen ihn den paaren Zug nennen, weil jede 
Gerade s ihm in zwei reellen Punkten begegnet, sobald sie 
in die betreffenden beiden Scheitelräume hineinfällt, zwischen 
denen er liegt, während der dritte Schnittpunkt D auf dem 
andern Zuge liegt. Jede andere Gerade s durch D, welche 
in einen der übrigen Yier Scheitelräume hineinfällt, die keinen 
Punkt der Cl^» enthalten, begegnet der C^^* außer in dem 
reellen Punkte D nur noch in zwei konjagiert-imaginären 
Punkten §§'. 

5. Wir haben hierdurch alle Möghchkeiten erschöpft 
und nur drei Fälle I., II., III, zu unterscheiden gehabt; in 
den Fällen I, und III, ist die 6'"' eine zweizögige, in dem 
Falle IL eine einzügige. Die Fälle I. und 111. decken sich 
aber, wie wir sogleich sehen werden, so daß nur zwei 
wesentlich verschiedene Gestalten der C'**' hervorgehen. 
Wir wissen zunächst, daß wenn eine C^' einen Punkt O 
besitzt, aus welchem keine oder vier reelle Tangenten an 
dieselbe gehen (1. und III.), dieselbe eine zweizügige sein 
muß; dagegen wenn sie einen Punkt D besitzt, aus welchem 
nur zwei reelle Tangenten an dieselbe gehen (IL), so 
muß die C'^' eine einzügige sein. Hieraus folgt in dem 
Falle L, weil die C<'> eine zweizügige ist und aus dem Tau- 
gentialpunkt D^ des Punktes D mindestens zwei reelle Tan- 
genten an dieselbe gehen, daß notwendig alle vier Tangenten 
aus O^ an die C-"' reell sein müssen, denn sonst könnte sie 
nur eine einzügige sein. 

Die Fälle 1. und III. unterscheiden sich nur dadurch 
voneinander, daß bei I. der Punkt auf dem paaren, bei 
lll. der Punkt D auf dem unpaaren Zuge der C'^' liegt. 

Nehmen wir nun im F'alle I. auf dem durch O gehenden 
Zuge (dem paaren Zuge) einen beliebigen andern Punkt ^ 
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an, so müssen aus ihm entweder vier oder keine reelle Tan- 
gente an die C" gehen, weil diese eine zweizfigige ist. Die 
erste Möglichkeit trifft aber nicht zu, denn sonst luüsste 
die Gerade | $0 [ der C<^> in eineiu dritten Punkte begegnen, 
welcher nach III. auf demselben Zuge, der durch ^, also 
auch durch O geht, liegen müsste. Dies ist indessen bei 
I, nicht der Fall, wie wir wissen, sondern der dritte Schnitt- 
punkt von 1 D^ I mit der C> Hegt auf dem andern Zuge 
(dem uupaaren), welcher nicht durch D geht. Also kann 
durch ?ß keine reelle Tangente an die C<^' gehen, 

In dem Falle I. haben also sämtliche Punkte desjenigen 
Zuges, welcher durch D geht, des paaren Zuges, die Eigen- 
schaft, daß keine reelle Tangente aus ihnen an die C<^' geht. 
Nehmen wir dagegen im Falle I. den zu D zugehörigen 
Tangentialpimkt Dj, welcher auf dem nicht durch D gehenden 
Zuge, dem unpaaren, liegen muß, so wird, weil die Kurve 
eine zweizügige ist, der Punkt Oj vier reelle Tangenten an 
die C^^' senden müssen, und jeder durch O, gezogene Strahl 
s, welcher noch einen zweiten Punkt ^| dieses Zuges ent- 
hält, muß nach III. auch seinen dritten Schnittpunkt auf 
diesem Zuge haben. Aus dem zweiten Punkte $, gehen 
nun entweder vier reelle Tangenten an die C'^* oder keine, 
weil sie eine zweizfigige ist. Die letztere Möglichkeit ist 
wiederum ausgeschlossen, denn sonst müsste | ^,0^ ( der C^' 
in einem dritten Punkte begegnen, welcher nach I. auf dem 
andern nicht durch ^j, also auch nicht durch D, gehenden 
Zuge liegen müsate, was nicht der Fall ist. Also haben in 
dem Falle I- sämtliche Punkte desjenigen Zuges, welcher 
nicht durch D geht, des unpaaren Zuges, die Eigenschaft, 
vier reelle Tangenten an die C-^' zu senden. 

Gehen wir andererseits von dem Falle 111. aus, in 
welchem die C^' ebenfalls eine zweizügige ist, so wissen 
wir, daß durch O auf dem unpaaren Zuge vier reelle Tan- 
genten an die C*^' gehen. Nehmen wir nun einen beliebigen 
Punkt $ desselben Zuges, so müssen durch ihn entweder 
vier oder keine reelle Tangente an die C^*' gehen. Die 
letztere Möglichkeit ist unzutreffend; denn ginge keine reelle 
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Tangente aus 5ß an die C^', so müsste nach L jeder durch 
^ gezogene Strahl s, ■welcher einen zweiten Punkt desselben 
Zuges enthält, seinen dritten Schnittpunkt auf dem andern 
nicht durch ?ß gehenden Zug haben; nun hat aber der 
Strahl I 5|JD I seinen dritten Schnittpunkt auf demselben 
durch D und ^ gehenden 2uge, folglich müssen aus ?ß vier 
reelle Tangenten an die C<^' gehen. 

In dem Falle III. haben also sämtliche Punkte des 
durch D gehenden Zuges (des unpaaren Zuges) die Eigen- 
schaft, vier reelle Tangenten an die C(^i zu senden. 

Nehmen wir endlich in dem Falle IIX irgend einen 
Punkt ^ des nicht durch gehenden Zuges (des paaren 
Zuges), so muß der dritte Schnittpunkt von | D$ | ebenfalls 
auf demselben, dem paaren Zuge, liegen. Die Möglichkeit, 
daß ^ vier reelle Tangenten an die C^* senden könnte, ist 
dadurch wieder ausgeschlossen, denn sonst müsste jeder 
durch $ gehende Strahl s, welcher einen zweiten Punkt 
desselben Zuges enthielte, auch seinen dritten Schnittpunkt 
auf demselben Zuge haben, was für den Strahl | ^D | nicht 
zutrifft; also kann aus '^ keine reelle Tangente an die C^' 
gehen. 

Im Falle III. haben also sämtliche Punkte des nicht 
durch £) gehenden Zuges (des paaren Zuges) die Eigen- 
schaft, keine reelle Tangente an die C**" zu senden. 

Aus diesen viei' Resultaten ersehen wir, daß die fun- 
damentalen Eigenschaften der zweizügigen C' in den beiden 
Fällen I. und III. sich vollständig decken und daß wir so- 
nach das Gosamtresultat ausspreehen"können: 

Eine allgemeine Kurve dritter Ordnung (ohne 
Doppelpunkt) kann nur zwei wesentlich voneinander 
verschiedene Gestalten haben; entweder besteht sie 
aus einem oder aus zwei kontinuierlich verlaufenden 
Zügen. Die einzügige hat die charakteristische 
Eigenschaft, daß aus jedem ihrer Punkte nur zwei 
reelle Taugenten an dieselbe gehen (selbstverständ- 
lich außer der Tangente in dem Punkte selbst), die 
beiden übrigen Tangenten aber konjugiert-imaginär 
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sind. Die zweiäugige C^' hat die charakteristische 
Eigenschaft, daß aus sämtlichen Punkten des einen 
Zuges (des paaren) keine reelle Tangente an die 
Kurve geht, dagegen aus jedem Punkte des andern 
Zuges (des unpaaren) vier reelle Tangenten an die- 
selbe gehen, von denen zwei den paaren und zwei 
den unpaaren Zug berühren. Die einzügige C'^' bil- 
det selbstverständlich einen unpaaren Zug, indem 
jede Gerade in der Ebene ihr entweder in einem 
oder in drei reellen Punkten begegnet. Die zwei- 
zügige C"' wird von jeder Geraden in der Ebene 
immer so geschnitten, daß von den drei Schnitt- 
punkten eine gerade Anzahl (also oder 2) auf 
dem paaren Zuge und eine ungerade Anzahl (also 
3 oder 1) auf dem unpaaren Zuge liegen. 

Die ein geflochtene Bemerkung, «laß von den vier reellen 
Tangenten immer zwei den paaren und zwei den unpaaren 
Zug berühren, folgt aus dem Falle III,, weil der eine Zug 
ganz in dem einen Paar Scheitelräume, der andere ganz in 
dem andern Paare enthalten ist von denjenigen Scheitel- 
räumen zwischen tj^iih) welche überhaupt Punkte der 
Kurve enthalten. 



§ l*.' Droi Gestalten der einzügigen und füuf 
der zweiäugigen C^\ 

1. Jede der beiden Hauptgestalten, in welchen die C'^ 
auftritt, die einzögige und die zweizügige C-^*, bietet mehrere 
verschiedene Üntergestalten dar, wenn man die unendlich 
entfernten Punkte der C^' in Betracht zieht. Fassen wir 
zuerst die einzügige C'^' ins Auge. Die unendlich entfernte 
Gerade ff^^ begegnet der C*^' im allgemeinen in drei Punkten, 
von denen einer immer reell sein muß, die beiden andern 
entweder beide reell und voneinander getrennt sein können, 
oder beide in einen Punkt zusammenfallen, oder konjugiert- 
imaginär sein können. 
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Analog der Terminologie bei den Kegelschnitten unter- 
scheiden wir daher drei Arten der einzftgigen C^', iiUmlieh 

1. die elliptische Serpentine, 

2. die parabolische Serpentine, 

3. die hyperbolische Serpentine. 

Die elliptische Serpentine hat nur einen reellen 
unendlich entfernten Punkt; die Tangente an demaelbeu ver- 
läuft im Endlichen und heißt Asymptote. Die elliptische 
Serpentine ha.t also nur eine reelle im Endlichen verlaufende 
Asymptote. Dieselbe begegnet der Kurve noch in einem 
dritten reellen und im Endlichen liegenden Pnnkt. Denken 
wir uns diese Asymptote gezogen, so mu(ä der kontmuiec- 
liche Zug von der einen Halbebene auf einer Seite von der 
reellen Asymptote durch den dritten Schnittpunkt in die 
andere Halbebene übergehen und sich der Asymptote in 
dem unendlich entfernten Punkte derselben anschließen von 
verschiedenen Halbebenen aus nach Art der Hyperbel, welche 
sieh mit ihren beiden Zweigen an eine der Asymptoten an- 
schließt und dadurch im Unendlichen zusammenhängt.* 

[Anmerkung. Wenn man in einem gewöhnlichen 
Punkte einer Kurve (der nicht Wendepunkt oder singulär 
ist) die Tangente zieht, welche zwei benachbarte Pimkte 
derselben verbindet, so kann dies unendlich kleine Kurven- 
stück allemal ersetzt werden durch ein gleiches Stück eines 
Kegelschnitts. Für einen gewohnlichen Kurvenpimkt liegt 
also die Tangente zur Kurve genau so, wie für einen Punkt 
des Kegelschnitts, d. h. die unmittelbar vorhergehenden und 
unmittelbar nachfolgenden Punkte der Kurve befinden sich 
in derselben Halbebene von der Tangente. Lassen wir 
durch Projektion oder durch projektive Verwandlung den 
Kurvenpunkt in die Unendlichkeit gehen, so wird die Art 
der Berührung bleiben wie beim Kegelschnitt, nämlich wie 
die Berührung einer Asymptote mit der Hyperbel in einem 
unendlich entfernten Punkte derselben, d. h. die beiden dem 
unendlich entfernten Punkte sich nähenideu Zweige werden 
* H. Durege; „Cber die Fonueji der Kurven drittel' Ordnung". 
Journal f. Math. v. Boroliar dt, Bd. 75 S. 157. 
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in entgegengesetzten Halbebenen von der Asymptote liegen 
und beide mit ihrer konvexen Seite dem unendlicli entfernten 
Punkte anstreben,] 

Wir können uns ein anschauliches Bild von der ellip- 
tischen Serpentine machen, indem wir eine ausgeartete C'<"' 
nehmen, welche aus einer Ellipse und einer dieselbe in zwei 
reellen Punkten (Doppelpunkten) schneidenden Geradon be- 
steht; lösen wir sodann j,.^ ^ 
die beiden Doppelpunkte 
in der Weise auf, wie es 
die nebenstehende Figur 2 
zeigt, so entsteht die 
elliptische Serpentine mit 
ihrer einzigen reellen 
Asymptote. 

2. Die parabolische 
Serpentine hat außer 
dem einen reellen unend- 
lich entfernten Punkt mit 
endlicher Asymptote noch 
zwei zusammenfallende un- 
endlich entfernte Punkte, 

also die i/^ selbst zur Tangente. W^ir machen ims ein 
anschauliches Bild von derselben, indem wir an Stelle der 
vorigen Ellipse eiue Parabel setzen, eine Gerade hinzufügen, 
welche derselben in zwei reellen Punkten begegnet, das 
Ensemble von Parabel und Gerader als eine ausgeartete 
C'äi auffassen und die beiden Doppelpunkte in der Art, wie 
es die auf Seite 140 stehende Figur 3 zeigt, auflösen. 
Die parabolische Serpentine besteht daher aus zwei unend- 
lichen Zweigen, die aber einen zusammenhängenden Zug 
bilden, indem sie einmal die p^ berühren und sich in einem 
unendlich entfernten Punkte derselben vereinigen, außerdem 
aber in einem dritten unendlich entfernten Punkte an die 
endliche Asymptote sich von entgegengesetzten Halbebenen 
aus anschließen nach Art der Hyperbel und dadurch im Un- 
endlichen zusammenhängen. 
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3. Die hyperbolische Serpentine hat drei unendlich 
entfernte getrennt voneinander liegende Punkte, also auch 
drei im Endlichen verlaufende Asymptoten, Tangenten in 
den drei unendlich entfernten Punkten. Die drei Asymptoten 
bilden ein Dreiseit, an dessen Seiten sich die Serpentine in 
den unendlich entfernten Punkten asymptotisch anschliesst, 
nach Art der Hyperbel von verschiedenen Halbebenen aus 
^. , dem unendlich entfernten 

j Punkte sich nähernd, indem 

sie jede der drei Asymptoten 
noch in einem dritten end- 
lichen Punkte trifft. Diese 
drei Punkte müssen in einer 
Geraden liegen (§ 8, i). 

Wir können uns ein an- 
schauliches Bild von der 
hyperbolischen Serpentine 
^' machen, indem wir drei Ge- 

rade in der Ebene als eine 
^,^— -""■ ausgeartete C<'> auffassen 
und die drei Doppelpunkte, 
wie in der auf Seite 141 
stehenden Figur 4a und 4b 
auflösen, nämlich in dem von 
--^ den drei Geraden gebildeten 

-.r^---. Dreieck entweder zwei innere 
Winkel und einen Außen- 
winkel, oder alle drei Außen- 
winkel. In beiden Fällen 
nimmt die hyperbolische Serpentine eine gleiche Gestalt an; sie 
zerfällt nämlich in drei Zweige, die im Unendlichen zusammen- 
hängen; der eine trifft keine der drei Asymptoten in einem 
endlichen Punkte, der andere eine derselben, der dritte die beiden 
übrigen. Der kontinuierliche Zusammenhang der drei Zweige, 
die sich zu einemZuge zusammenschließen, ist in beiden Figuren 
durch die Pfeile angedeutet und beide Figuren sind in ihrer 
Gestaltung nicht wesentlich voneinander verschieden. 
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4. Gehen wir nunmehr zur zweizügigen C'^ über, so 
ergehen sieh hier wiederum durch Betrachtung der uuendUch 
entfernten Punkte meh- 
rere Arten der zwfl- 
zflgigen C<^>; die unend- 
lich entfernte Gerade 
P— kann nämlieh dem 



Anzahl von 
Paukten (0 oder 2) dem 
unpaaren Zuge nur in 
einer ungeraden Anzahl 
von Punkten hegeguen. 
Hieraus folgt, daß der 
unpaare Zug immer einen 
reellen unendlich ent- 
fernten Punkt haben 
muß, also in demselben 
auch eine reelle Tan- 
gente, Asymptote, Seine 
beiden andern unendlich 
entfernten Punkte kön- 
nen entweder konjugiert- 
imaginär sein, oder zu- 
sammenfallen, oder reell 
sein und getrennt von- 
einander liegen; der 
paare Zug kann nur ent- 
weder zwei reelle, ge- 
trennt voneinander lie- 
gende Punkte oder zwei 
zusammenfallende, oder 
zwei konjugiert - imagi- 
näre Punkte haben. Da /' 
aber die Anzahl der auf 

beiden Zügen zusammen enthaltenen Punkte immer nur drei 
sein kann, so ergeben sich nur folgende fünf Möglichkeiten: 
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Die ^„ enthält Punkte: 
auf dem paaren Zuge: 
1.' keinen, 

2. zwei zusammenfallende, 

3. zwei reelle und getrennt 

liegende, 

4. keinen, 



auf dem unpaaren Zuge: 
einen reellen und zwei 

konjugiert-imaginäre, 
einen reollen, 
einen reellen, 



ö. keinen. 



einen reellen und zwei 

zus ammenfallend e , 
drei reelle und getreinit 
liegende. 
Nennen wir, wie ea in § 16 geschehen ist, den unpaai'en 
Zug die Serpentine, den paaren Zug daa Oval, so ergeben 
sich folgende fünf Arten der zweizügigen C^^': 

1. elliptische Serpentine mit elliptischem Oval, 

2. elliptische Serpentine mit parabolischem Oval, 

3. elliptische Serpentine mit hyperbolischem Oval, 

4. paiabolisehe Serpentine mit elliptischem Oval, 

5. hyperbolische Serpentine mit elliptischem Oval. 

Daß keine parabolische oder hyperbolische Serpentine 
mit parabolischem oder hyperbolischem Oval existieren kann, 
ist selbstverständlich, weil die C<^' nicht mehr als drei 
reelle unendlich entfernte Punkte haben kann. 

Wir wollen nun diese fünf Gestalten näher be- 
trachten, 

5. Die elliptische Serpentine mit elliptischem 
Oval hat nur einen reellen Punkt und eine reelle Asymp- 
tote, an welche sich die Serpentine in gleicher Weise an- 
schließt, im Unendlichen zusammenhängend wie die in 1. 
betrachtete einzügige elliptische Serpentine. Wir machen 
uns wiederum ein anschauliches Bild von derselben, indem 
wir eine ausgeartete 6'<ä> nehmen, welche aus einer Ellipse 
und einer dieselbe in zwei reellen Punkten schneidenden 
Geraden besteht, diese beiden Doppelpunkte aber in anderer 
Weise auflösen, wie früher, nämlich so wie in der auf 
Seite 143 stehenden Figur 5. 
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Das Oval bildet eine in sich geschlossene, durchweg im 
EndKclien verlaufende Gestalt, wie sie schematisch in der 
Figur angedeutet ist. 

Die elliptische Serpentine mit parabolischem 
Oval unterscheidet sich von der vorigen Gestalt unr dadurehj 
daß das Oval sich parabelartig 

i in die Unendlichkeit erstreckt, *"'b- ^■ 

i g^ berührt; wir gelangen zu / 

einem anschaulichen Bild der- .'"'"/""^^"X 

selben, indem wir eine ausgeartete / / ^, 

C<^' nehmen, welche aus einer i / J 

Parabel imd einer dieselbe in zwei ■--^- ^^-^ 

reellen Punkten schneidenden Ge- /■ 

raden besteht, diese beiden Doppel- ^__^ 

punkte aber in anderer Weise ^--^ \ 

auflösen wie bei der einzUgigen / I 

parabolischen Serpentine, nämlich \^ / i 

so wie in der auf Seite 144 stehen- \ / ■' / 

den Figur 6. ^>, / J'-^^^ 

Die Kurve besteht aus zwei bis / / 

ins Unendliche sich erstreckenden / / 

Zweigen, deren jeder in sich zu- r / 

sammenhängt, der eine asymp- 
totisch an die einzige reelle end- / 
liehe Asymptote sich anschließend, )/ 
der andere parabelartig die g^ 
berührend. 

Die elliptische Serpentine mit hyperbolischem 
Oval hat drei reelle im Endlichen verlaufende Asymptoten; 
der einen Asymptote schließt sieb die Serpentine im Un- 
endlichen an, wie in den beiden früheren Fällen; dagegen 
spaltet sieh das Oval in zwei Zweige, ebenso wie die Hyper- 
bel, und beide Zweige des Ovals schließen sich den beiden 
übrigen Asymptoten im Unendlichen an, ebenso wie die 
beiden Zweige einer Hyperbel an ihre beiden Asymptoten. 
Diese beiden Zweige hängen also im Unendlichen miteinander 
zusammen und bilden einen kontinuierlichen Zug. Die 
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Serpentine schneidet alle drei Asymptoten in je einem end- 
liehen Funkt. Die ganze Kurve besteht daher aus drei bis 
iaa Unendliche verlaufenden Zweigen, von denen zwei unter 
sich zusammenhängen, der dritte mit sich selbst; der Zu- 
sammenhang der ersteren ist in der auf Seite 145 stehenden 
Figur 7 durch Pfeile angedeutet. 

Fig c. Wir machen uns ein an- 

schauliches Bild von dieser 
Kurve, indem wir eine in 
drei Gerade ausgeartete C*^* 
nehmen und die drei Doppel- 
punkte in anderer Weise auf- 
lösen, wie bei der einzügigen 
hyperbolischen Serpentine, 
auf 



nämlich 

Seite 145 stehende Figur es 
zeigt, indem wir einen inneren 
Winkel und zwei Außen- 
winkel des Dreiecks auf- 
lösen, 

6. Die parabolische 
Serpentine mit ellip- 
tischem Oval unterscheidet 
sich von der einzOgigen para- 
bolischen Serpentine dadurch, 
daß zu derselben noch ein 
ganz im Endlichen verlaufen- 
des Oval hinzutritt. Die 
// Serpentine zerfallt in zwei 

unendliche Zweige, indem 
sie einmal an die einzige endliche Asymptote nach Art der 
Hyperbel m dem unendlich entfernten Punkte sieh anschließt 
und zusammenhangt und zweitens gleichzeitig in einem andern 
unendlich entfernten Punkte die g^ berührt, also parahel- 
artig m demselben zusammenhängt. Wir machen uns wieder 
ein anschauliches Bild der Kurve, indem wir von einer aus- 
C'ä' ausgehen, die aus einer Parabel und einer 
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dieselbe in zwei reellen Punkten sehneidenden Geraden be- 
stellt, diese beiden Doppelpunkte aber in anderer Weise 
auflösen, wie, bei der einzügigen parabolischen Serpentine, 
nämlich so, wie die auf Seite 146 stehende Figur 8 es aeigt. 

Endlich bleibt uns t,^ ^ 

als letzte Gestalt noch 
zu betrachten Übrig 
die hyperbolische 
Serpentine mit 
elliptisehem Oval, 
■welche drei unendlich 
entfernte getrennt 
voneinander liegende 
Punkte, also drei reelle ■ 
im Endlichen verlau- 
fende Asymptoten hat. 
Sie unterscheidet sieh 
von der einzügigen 
hyperbolischen Ser- 
pentine nur dadurch, 
daß zu den drei Zwei- 
gen, in welche die .; / 
Serpentine zerfallt, ' ,■ 

noch ein vierter, nämlich ein ganz im Endlichen verlaufendes 
Oval hinzutritt. Der Zusammenhang der Serpentine ist 
für diesen Fall schon bei der einzügigen erläutert. Wir 
machen uns ein anschauliches Bild von dieser Gestalt, indem' 
wir von einer in drei Gerade ausgearteten C-^'i ausgehen 
und die drei Doppelpunkte derselben dergestalt auflösen, 
daß wir alle drei inneren Winkel des Dreiecks verschwinden 
lassen, wie es die auf Seite 147 stehende Figur 9 zeigt. 

7. Hierdurch sind sämtliche verschiedenen Gestalten, 
welche die f7'^> überhaupt annehmen kann, erschöpft; es 
giebt deren acht, von denen drei der einzügigen und fünf 
der zweizügigen C<^1 angehören; bei der einzügigen giebt es 
gestalt (parabolische), bei der zweizügigen 
;gestalten, Wir erkennen auch aus i 
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Betrachtung, daß a.l!e möglichen voneinandei- verschiedenen 
Gestalten, welche durch die in mehrfacher Weise mögliche 




Auflösung der Doppelpunkte bei einer ausgearteten C'"'' 
zum Vorschein kommen, hierin enthalten sind and daß 
keine neuen Gestalten durch anderweitige Auflösung der 
Doppelpunkte hervorgehen können* Wir bemerken noch, 

* Die sea Prozesse 3 erwähnt ah von Flacker herstammend Herr 
F. Klein in seiner Abhandlung; Über Flächen dritter Ordnung. (Math. 
Ann., Bd. VI S. 551.) 

Vergl. auch Zeuthen; Sur les diiferentes formes des courbes 
planes du quatrieme ordre. (Math. Ann., Bd. VII S. 410.) 

Die Einteilung der allgemeinen Klirren dritter Ordnung in ihre 
beiden Gattungen, die einzügige und die zweizügige, ist von Cremona 
aufgestellt in der Abhandlung; Considerazioni Bulle curve piane del 
terz' ordine (Battaglini, Giornale di matematicbe , tom II pag. 78), von 
H. Dur öge behandelt in der Abhandlung: Über Formen der Kurven dritter 
Ordnung (Borchardt, Journal f. Math., Bd. 75 S. 153 und Bd. 7e S. 59.) 
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daß die Figuren nicht strenge, sondern nur achematisch die 
Gestalten veranschaulichen. Es wäre jetzt nur noch der 
Fall in Betracht zu ziehen, daß alle drei unendlich entfernten 
Pnnkte der C> in einen 
einzigen zusammenfallen; "^' 

dieser müßte dann ein -^ ! 

Wendepunkt der Kurve 
sein und die g^ seine 
Wendetangente. Es würde 
dabei nur die Serpentine 
sieh verändern, indem sie 
gleichzeitig eine para- 
bolische und eine hyper- 
bolische wird, also der 
g^ sich parabolisch an- 
schließt und weiter keine 
endliche Asymptote be- 
sitz t. Bei der zwei zügigen 
fisi wiiide m diesem Fall 
noch pm endhches Oval, 
bei dei cmzugigen keines 
hmzutieten I&t abei nur 
einer der drei unendlich 
entfernten Punkte ein 
Wendepunkt, ohne daß 
die beiden andern unend- 
lich entfernten Punkte 
mit ihm zusammenfallen, 
so ändert die Serpentine 
ihren Charakter, indem 

sie nicht, wie im allgemeinen, von verschiedenen Halbebenen 
aus dem unendlich entfernten Punkte der Asymptote sich 
nähert und im Unendlichen anschließt, sondern von einer 
und derselben Halbebene aus verlaufend sich dem unend- 
lich entfernten Punkte der endlichen Asymptote nähert; 
denn die Asymptote kann in diesem Fall keinen endlichen 
dritten Schnittpunkt mit der C'^' weiter gemein haben, 
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also auch iiiciit von einer Halbebone in die andere über- 
treten.* 



§ 18. Bedingungen für die Erzeugung einer einzügigen 

C-^^ (Serpentine) durch zwei projektive Strahlen- 

inyolutionen in iialbperspelitiver Lage. 

1. "Wir wissen nach § IG, daß ans jedem Punlite einer 
einzügigen G"^'> nur zwei reelle Tangenten t^ und t^ an die- 
selbe gehen, die beiden andern allemal konjugiert-imaginär 
sind, Berüiren nun t^ und f^ in den Punkten t; und t^, so 
könneil nur diese allein als ein Paar konjugierter Punkte 
a.ufgefaßt werden, durch welclie das ganze System von 
Paaren konjugierter Punkte bestimmt wird, und wir haben 
also nur ein einziges System von Paaten konjugierter 
Punkte, anstatt, wie im allgemeinen, drei Systeme (§ 15). 
Nehmen wir jetzt einen beliebigen Punkt %i der Kurve 
und legen aus ihm die beiden reellen Tangenten (j und t^ 
an dieselbe, welche in f, und t^ berühren, so ist der ganze 
Zug der Kurve, wie wir aus § 16 wissen, mit seinen reellen 
Punkten in einem Paar Scheitelräume zwischen den beiden 
Strahlen t^ und ^ enthalten, während die beiden übrigen 
Scheitelräume (Nebenscbeitelräume) gar keinen reellen Punkt 
der C> enthalten. Die VerbindungsUnie jt^t^l muß daher 
der Kurve in einem dritten reellen Punkt %^ begegnen, 
welcher ebenfalls in den beiden ersten Scheitelräumen liegt. 
Wenn wir einen beliebigen Punkt unserer Kurve mit 
ti und tg verbinden und diese Verbindungsstrahlen zum 
dritten Mal in \[ und t^ der Kurve begegnen, so müssen 
dieselben ebenfalls in den vorigen beiden Scheitelräumen 
enthalten sein, in welchen überhaupt Kurvenpunkte liegen. 
Da nun i[ und tg ein zweites Paar konjugierter Punkte sind, 
und die zu X^ zugehörige Strahleninvolution durch die beiden 
Strahlenpaare 



* Vergl. H. Schröter; „Übor Kurven dritter Ordnung" (Math. 
, Bd. VI S. 102). 
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\%,t,\ und jX,t,|, \%,t[\ und \%,ti\ 

bestimmt wird, so muß, weil das eine Strahlenpaar durch 

das andere nicht getrennt wird, die zu %^ zugehörige 

Strahleninvohition notwendig eine hyperbolische sein. 

Zu %i ist der konjugierte Punkt 5^^, wie wir wissen, 
der dritte Schnittpunkt von |tita| mit der Kurve. Der 
durch %2 gehende Strahl | S^t^t^l verbindet zwei konjugierte 
Punkte der C'-^\ ist also ein Doppelstrahi der zu %^ zu- 
gehörigen Strahleninvolution, und diese ist daher ebenfalls 
eine hyperbolische. Da die den beiden konjugierten 
Punkten %i und S^ zugehörigen Strahleninvolutionen beide 
hyperbolisch sind, so müssen die den sämtlichen Paaren 



konjugierter Punkte zugehöri 
gleichartig sein (§ 15, 3). 
immer beide hyperbolisch 



1 Strahleninvolutionen immer 
Bie müssen aber in unserem Falle 
, weil das, was von dem will- 
kürlich auf der C^' angenommenen Punkte %^ gilt, auch 
von jedem andern Punkte derselben gelten muß; mithin sind 
für eine einzügige C^* zwei erzeugende projektive Strahlen- 
involutionen immer beide hyperboliscli, 

2. Da die Doppelstrahlen der zu 5t, zugehörigen hyper- 
bolischen Strahleniavolution durch jedes Paar konjugierter 
Strahlen derselben harmonisch getrennt werden, so muß 
einer dieser beiden Doppel strahlen in diejenigen beiden 
Scheitelräume zwischen t, und ^ hineinfallen, welche die 
Punkte der Kurve enthalten und der andere Doppelstrahl 
in die Nebenscheitelräume, weiche keinen reellen Punkt der 
Kuvve enthalten. Der erste Doppelstrahl muf^ der Kurve 
in zwei reellen Punkten begegnen (§ 16), der andere in zwei 
konjugiert- imaginären. Dasselbe gilt auch, wie von %j, von 
jedem andern Pimkte der Kurve. Wir können demnach 
folgendes Resultat aussprechen: 

Eine einzügige Kurve dritter Ordnung (Serpen- 
tine) kann nur erzeugt werden von zwei Strahlen- 
involutionen in projektiver Beziehung und halb- 
perspektiver Lage, die beide hyperbolisch sind und 
eine derartige Lage haben, daß von jeder derselben 



y Google 



1 50 Theorie der ebenen Kuvtsh dritter Ordnung. 

der eine Doppelstrabl der Kurvu in y.wei reellen, der 
andere in zwei konjugiert-imagiuären Punkten be- 
gegnet. (Die C'^' ist also hyperbolischen Charakters, § 15.) 

3. Wir können die Bedingung für die Lage der beiden 
erzeugenden hyperbolischen Strahl eninvolutionen noch schärfer 
aussprechen, wenn wir uns des Hilfsmittels bedienen, von 
dem wir schon früher wiederholt Gebrauch gemacht haben 
(§ 3), indem wir jede der beiden Strahl eninvolutionen ver- 
mittelst eines Hilfskegelsehnitts auf ein einfaches Strahl- 
biiscbel reduzieren. 

Seien D^ und Dg die Mittelpunkte der beiden erzeugenden 
hyperbolischen Strahleninvolutionen und [ 0,3; |, | 0^% | die 
Tangenten der Kurve in den Punkten D^ und Dg, welche 
den gemeinschaftlichen Tangenti alpunkt X haben. Ein Hilfs- 
kegelschnitt K'^\ welcher durch D^ und D^ geht und in diesen 
Punkten dieselben Tangenten | DiX | und | DgX | hat, wie 
die C^', wird von den Strahlenpaaren einer jeden der beiden 
erzeugenden Strahleninvolutionen in Punktepaaren durch- 
bohrt, deren Sehnen bez. durch zwei feste Punkte ®i und 
®g laufen und zwei einfache Strahlbüschel beschreiben. 
Diese stehen in projektiver Beziehung, weil die beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen projektiv sind. Da diese 
femer hyperbolisch sind, so müssen die Mittelpunkte Ei 
und ®3 außerhalb des Hilfskegelschnitts K'-^' liegen. Wegen 
der halbperspektiven Lage muß dem Strahlenpaar 

|D;S| und \0,D^\ 
das Strahlenpaar 

i D,X I und I D,D, 1 

entsprechend sein; die zugehörigen Durchbohrungs sehnen 
mit -ff'^* fallen daher zusammen in die Verbindungslinie 

und die beiden Punkte (£j und ßj müssen folglich auf dieser 
Verbindungslinie liegen; zugleich folgt aber auch, daß die 
beiden Strahlbtlschel [EJ und [S^], welche projektiv sind, 
Perspektive Lage haben, weil in die Verbindungslinie ihrer 
Mittelpunkte zwei entsprechende Strahlen zusammenfallen; 
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sie erzeugen daher eine gerade Linie l, von der jeder Punkt 
j mit S| und ©^ verbunden zwei entsprechende Strahlen 
der Reduktions - Strahlenbüeehel [Sj und [6^^] liefert; ist 
also diese Gerade l ermittelt, und ist ic ein heliebiger Punkt 
derselben, so schneidet 

I E,j I den K'-^ in dem Punktepaar l)|l)J, 

\%i\ „ „ „ „ „ %t_, 

und die Strahlenpaare 

10il),| und \ti^\)[\, lO^lJal und \^^\)'^\ 
sind allemal entsprechende Strahlenpaare der beiden er- 
zeugenden Strahleninvolutionen, deren projektive Abhängig- 
keit durch die gerade Punktreihe [);] auf l vermittelt wird. 
4. Die Doppelstrahlen der beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen [DJ und [Oj] mögen die Gerade 1, bez. in den 

Punktepaaren , „, , = =i 

^ «!§; und «gSg 

treffen, dann läßt sich die Bedingung für die Erzeugung 

der einäugigen C^ aus der Ijage dieser beiden Punktepaare 

zueinander bestimmen. Sobald nämlich jedes dieser 

beiden Punktepaare durch das andere getrennt 

wird, muß die erzeugte C'^ eine einzügige sein. 

In der That, liegen die vier Punkte §i, §[ und ä^, §^ so, 

daß das erste Paar durch das zweite getrennt wird, so wird 

auch das zweite durch das erste Paar getrennt. 



§1 



-l 



Nun sind 1 S^Si] und 1 S^Sj | die beiden Taugenten aus 
©1 an den Hilfskegelsehnitt Z'», ebenso |©a§a| und |6^§^| 
die beiden Tangenten aus S^ an den Hilfskegelschnitt K'-^''; 
daher wird von den beiden Strahlen | SiS^j und | ©i§g| der 
eine dem .K*^> in einem reellen Punktepaar, der andere in 
einem konjugiert- imaginären Punktepaar begegnen müssen 
wegen der Lage der vier Punkte §, Der eine Doppelstrahl 
lOjSa] der erzeugenden Strahleninvolution [Cj wird also 
von dem entsprechenden Strahlenpaare der erzeugenden 
Strahl eninvo hl tion [Dj] in zwei reellen Punkten, der andere 
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Doppelstrahl [ D^Sä | in awei konjugiert -imaginären Punkten 
getroffen, und dasselbe gilt für die beiden Doppelstrahlen der 
erzeugenden Strahleninvolution [D^j. Es findet also in der 
That die für die einziigige C"> charakteristiselie Eigenschaft 
statt, daß von den beiden Doppel strahlen der erzeugenden 
Strahleninvolutionen der eine der C*^' in zwei reellen, der 
andere in zwei konjugiert-imaginären Punkten begegnet; 
also ist die "vorige Behauptung bestätigt. 

Was von dem willkürlich gewählten Paare konjugierter 
Punkte Dl und O^ auf der G^^> gilt als Mittelpunkten zweier 
erzeugenden Strahleninvolutionen, muß in gleicher Weise 
für jedes andere Paar konjugierter Punkte derselben Kurve 
gelten, weil alle die gleiche cbarakteristische Eigenschaft 
besitzen, nnr zwei reelle Tangenten an die Kurve zu senden. 

§ 19. Bedingungen für die Erzeugung einer zwei- 

zngigcn fJ<^> durph zwei projektive Strnhleninvolutionen 

in lialbperspektiver Lage. 

1. Wir haben in § 16 als charakteristische Eigenschaft 
der zweiztigigen C"' kennen gelernt, daß aus jedem Punkte 
des paaren Zuges derselben keine, aus jedem Punkte des 
unpaaren Zuges vier reelle Tangenten an dieselbe gehen. 
Nehmen wir daher einen Punkt O des unpaaren Zuges, so 
lassen sieh die von ihm. ausgehenden Tangenten 

f,, (j, i,|, i, 
immer so bezeiclinen, daß t^ und ^ an den paaren Zug 
gehen und zugleich die beiden Scheitelräume fixieren, in 
denen der ganze paare Zug enthalten ist, fg und t^ an den 
unpaaren Zug gehen und ebenfalls zwei Scheit elräume 
fixieren, innerhalb deren der ganze impaare Zug verläuft, 
daß ferner zwischen diesen vier Scheit elräumen vier andere 
sich hineinfügen, die keinen reellen Punkt der C'*' enthalten, 
und endlieh die vier Tangenten in der Eeihenfolge 

ht H> H-t h 
von einem um O kontinuierlich gedrehten Strahl ^ erreicht 
werden (§ 16). 
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Dies vorausgesetzt, wird das Straiilenpaar f^t^ nicht ge- 
trennt durch das Strahlenpaar t^t^, ebensowemg i^t^ durch 
(3(3, dagegen wird t^t^ durch t^t^ getrennt. 

Bezeichnen wir die Berühniugspnukte der vier Tan- 
genten entsprechend mit 

tu ii, ^3. U> 
so lassen sich dieselben auf dreierlei Art in Paare kon- 
jugierter Punkte (mit demselben Tangential punkt) zerlegen 
(8 16) 

1) ti und to, ta und t^ als Paare konjugierter Punkte, 

2) tj „ ta, tg „ ti ,, „ „ „ 

3) ti „ t„ t^ „ tg „ ,, ,, „ 
Gemäß unserer Annahme für die Lage der vier Tan- 
genten i|, t^, ?3, ^4 wird dann im ersten Falle die zu D zu- 
gehörige Strahleninvolution eine hyperbolische, im zweiten 
Falle eine elliptische und im dritten Falle wieder eine 
hyperbolische sein, und für jeden dieser drei Fälle ist 
das ganze System der Paare konjugierter Punkte und der 
zugehörigen Strahleninvoiiitionen vollständig bestimmt. 

2. Im ersten Falle ist nun, wie wir wissen, der zu O 
konjugierte Punkt O-, der Schnittpunkt 

(tA, t3t4) = D„ 
die ihm zugehöiige Strahleninvolution eine hyperbolische, 
und [tital, ltat4] sind ihre beiden Doppelstrahlen; der erste 
begegnet dem paaren, der zweite dem unpaaren Zuge in 
je zwei reellen Punkten; folglich liegt der Punkt D^ auf 
dem unpaaren Zuge, Das Gleiche gilt von dem Punkte 
und demgemäß von jedem Paare konjugierter Punkte, die 
auf dem unpaaren Zuge liegen. Dagegen muß jeder Punkt 
des paaren Zuges seinen konjugierten Punkt wieder auf dem 
paaren Zuge haben und jedem Punkte des paaren Zuges 
muß eine elliptische Strahleninvolution zugehören; denn sei 
^ ein solcher, und gehörte ihm eine hyperbolische Strahlen- 
involution zu, so müßte ein reeller Doppelstrahl derselben 
der Kurve in zwei konjugierten Punkten begegnen, von 
denen einer auf dem paaren, der andere auf dem unpaaren 
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Zuge liegen müßte. Dies ist aber nicht möglicli, weil iu 
unserem Falle konjugierte Punkte immer auf demselben 
Zuge liegen; also kann auch die zu ?ß zugehörige Strahleu- 
involution keine hyperbolische sein. 

Wir erhalten also im ersten Falle folgendes Resultat: 
Wenn die beiden erzeugenden Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage beide hyperbolisch sind und jeder der 
vier Doppelstrahlen der beiden Involutionen der 
Kurve in je zwei reellen Punkten begegnet, so ist 
die von ihnen erzeugte t7<*> eine zweiziigige. Die 
Mittelpunkte der beiden erzeugenden Strahleninvo- 
lutionen Hegen auf dem unpaareii Zuge, Die Paare 
konjugierter Punkte der Kurve liegen so verteilt 
auf derselben, daß jedes Paar auf demselben Zuge 
sich befindet. Jedem Punkte des unpaaren Zuges 
gehört eine hyperbolische Rtrahleninvolution zu, 
deren Doppelstrahlen der Kurve in je zwei reollen 
Punkten begegnen. Jedem Punkte des paaren Zuges 
gehört eine elliptische Strahleninvoiution zu, (Die 
C<^' ist also elliptischen Charakters, § 15.) 

3. Im zweiten Falle ist die zu D zugehörige Strahlen- 
iDTolution eine elliptische; der zu SD konjugierte Punkt Dj 
ist der Schnittpunkt 

die ihm zugehörige Strahleninvoiution ist eine hyperbolische, 
und It^tal, It^tjl sind ihre Doppelstrahlen; der Punkt D, 
liegt daher auf dem paaren Zuge. Das Gleiche gilt von 
jedem Paare konjugierter Punkte, von denen immer der eine 
auf dem unpaaren, der andere auf dem paaren Zuge liegt, 
Die dem ersteren Punkte zugehörige Strahleninvoiution ist 
immer eine elliptische, die dem zweiten zugehörige eine 
hyperbolische. Die Doppelstrahleu der letzteren begegnen 
beide der Kui-ve in reellen Punktepaaren. 

Wir schließen also für den zweiten Fall folgendes Re- 
sultat: 
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Wenn von den beiden erzeugenden Strahlen- 
involutioßen in projektiver Bezielmng und halb- 
perspektiver Lage die eine hyperbolisch, die andere 
elliptisch ist, so ist die TOn ihnen erzeugte C'-^^ eine 
zweizügige. Der Mittelpunkt der elliptischen Strah- 
leninvolution liegt auf dem unpaaren, der Mittel- 
punkt der hyperbolischen auf dem paaren Zuge, 
Die Paare konjugierter Punkte liegen so verteilt 
auf der Kurve, daß jeder Punkt des einen Zuges 
seinen konjugierten Punkt auf dem andern Zuge hat. 
Jedem Punkte des unpaaren Zuges gehört eine ellif)- 
tische, jedem Punkte des paaren Zuges eine hyper- 
holische Strahleninvülution zu. Die Doppelatrahlen 
der letzteren begegnen beide der Kurve in reellen 
Punktepaaren. (Die C^'" ist also dualen Charakters, § 15.) 
4. Im dritten Falle ist die zu D zugehörige Strahlen- 
involutjon eine hyperbolische, und der eine Doppelstrabi 
derselben muß in die Scheitelräume zwischen ^ und t^, der 
andere in die Scheitelräume zwischen t_^ und (^ hineinfallen, 
welche beide keinen reellen Punkt der 6'"' enthalten, also 
beide Doppelstrahlen begegnen der Kurve in konjugiert- 
imaginären Punkten. Der zu D konjugierte Punkt Dj ist 
der Schnittpunkt , , _ 

er liegt daher auf dem paaren Zuge, und die ihm zugehörige 
Strahleninvolution ist eine hyperbolische, deren beide Doppel- 
strahlen I t^tg I und I tjti I der Kurve in reellen Puukte- 
paaren begegnen. Das Gleiche gilt von jedem Paare kon- 
jugierter Punkte DCj, von denen immer der eine auf dem 
unpaaren, der andere auf dem paaren Zuge der C'^> liegt. 
Wir können demgemäß folgendes Resultat aussprechen: 

Wenn die beiden erzeugenden Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage hyperbolisch sind und die Doppelstrahlen 
der einen hyperbolischen Strahleninvolution in 
keinem reellen Punkte der Kurve begegnen, dann 
ist die von ihnen erzeugte C^' eine zweizügige. Der 
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Mittelpunkt dieser Strahleninvolution, derenDoppel- 
strablen in keinem reellen Punkte der Kurve begeg- 
nen, liegt auf dem unpaaren Zuge; der Mittelpunkt der 
andern Strahleninvolution des konjugierten Punktes 
dagegen liegt auf dem paaren S^uge, und die Doppel- 
strahlen derselben begegnen der Kurye in reellen 
Punktepaaren. Die Paare konjugierter Punkte liegen 
so verteilt auf der Kurve, daß jeder Punkt das einen 
Zuges seinen konjugierten Punkt auf dem andern 
Zuge hat. Sämtliclien Funkten beider Züge ge- 
boren hyperboliscbe Strableninvolutionen zu, aber 
den Punkten des unpaaren Zuges solcbe, deren 
Doppelstrahlen der Kurve in keinem reellen Punkte 
begegnen, den Punkten des paaren Zuges solche, 
deren Doppelstrablen beide in je zwei reellen 
Punkten der Kurve begegnen. (Die C"' ist also byper- 
boliseben Charakters, § 15.) 

Der Fall, daß für zwei erzeugende hyperbolische Strahlen- 
involutionen keiner der vier Doppelstrahlen der Kurve in 
reellen Punkten begegnet, kann niemals eintreten. Denn 
sohald nur einer der Mittelpunkte beider erzeugenden Strahlen- 
involutionen auf dem unpaaren Zuge liegt, muß sein kon- 
jugierter Punkt immer eine hyperbobsebe Strahleninvolution 
aussenden, deren Doppelstrahlen beide der Kurve in reellen 
Punkten begegnen, weil hei der zweizügigen C'^' von dem 
ersteren Punkte vier reelle Tangenten an dieselbe gehen. 
Liegt aber einer der beiden Mittelpunkte der erzeugenden 
Strahleninvolutionen auf dem paaren Zuge und ist diese 
eine hyperbolische, so muß ein reeller Doppelstrahl der- 
selben, weil er einen Punkt des paaren Zuges enthält, noch 
einen zweiten reellen Punkt desselben enthalten und den 
dritten Schnittpunkt auf dem unpaaren Zuge haben; jeden- 
falls muß es ein Doppelstrahl sein, welcher der Kurve in 
zwei reellen Punkten begegnet; also ist es nicht möglich, 
daß von zwei erzeugenden hyperbolischen Strahleninvolutionen 
der zweizügigen C"' alle vier Doppelstrahlen keinen weiteren 
reellen Punkt der Kurve enthalten. 
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5. Wir müssen aber nun noch einmal zu <löm ersten 
Falle zurückkehren, bei welchem Paare konjugierter Punkte 
immer auf demselben Zuge der zweizügigen C<^' enthalten 
sind. Wir haben nämlich nur die Voraussetzung gemacht, 
daß der Punkt D, von welchem wir ausgingen, auf dem 
unpaaren Zuge (1.) liege. Nehmen wir dagegen einen Punkt 
^ des paaren Zuges an, so bestimmen die Strahlenpaare 

1) |?|ät,| 15ßt,l und i^t^! I^t.l, 

2) |?t,l |^t,l „ \^i, l^t,|, 

drei Strahl eninvolutionen, von denen bekanntlich immer 
zwei hyperbolisch sein müssen und die dritte elliptisch ist. 
Da nun in den Fällen 2) und 3) die jedem Punkt $ des 
paaren Zuges zugehör^e Strahleninvolution eine hyper- 
bolische ist, so muß sie in dem Falle 1) eine elliptische 
sein. Also müssen in dem ersten Falle, wenn wir zwei 
konjugierte Punkte auf dem paaren Zuge der C<^' (und in 
diesem Falle liegen immer zwei konjugierte Punkte auf 
demselben Zuge der Kurve) als Mittelpunkte erzeugender 
Strahleninvolutionen wählen, dieselben beide eJliptisch sein. 
Wir müssen daher dem ersten Falle noch ein zweites Re- 
sultat hinzufügen: 

Wenn die beiden erzeugenden Strahleninvolu- 
tionen in projektiver Beziehung und halbperspek- 
tiver Lage elliptisch sind, so ist die von ihnen er- 
zeugte (7*^J eine zweizügige, und die Mittelpunkte 
beider Strahleninvolutionen liegen auf dem paaren 
Zuge, Die Paare konjugierter Punkte liegen so ver- 
teilt auf derselben, daß jedes Paar auf demselben 
Zuge sich befindet. Jedem Punkte des paaren Zuges 
gehört eine elliptische Strableninvolution zu; jedem 
Punkte des unpaaren Zuges eine hyperbolische, 
deren Doppelstrahlen der Kurve in je zwei reellen 
Punkten begegnen. (Die 6'<^' ist also elliptischen Cha- 
rakters.) Hierdurch sind alle Möglichkeiten für die Er- 
zeugung einer C'^' durch zwei projektive Strahleninvolutioneu 
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in halbperspektiver Lage erschöpft, wie aus der Unter- 
sucbimg des folgenden ParagrapHeü hervorgeht. 

Fassen wir die in § 18 und § 19 gewonnenen Resultate 
ZTisamraen, so sehen wir, daß eine C^^' dualen Charakters 
nur auf eine Weise hervortritt und zwar als zweizügige 
(§ 19, s), dagegen eine C^' elliptischen Charakters auf zwei 
Weisen hervorgeht, beidemal als zweizügige und mit dem 
Unterschiede, daß das eine Mal die Mittelpunkte der er- 
zeugenden Strahleninvolutionen auf dem paaren Zuge, das 
andere Mal auf dem unpaaren Zuge angenommen werden 
(§ 19, 6 und § 19, 2), endlich eine C<" hyperbolischen Cha- 
rakters auf zwei Weisen auftritt, einmal als einzügige 
(§ 18,2) und zweitens als zweizügige (§ 19,4). Da in den 
beiden letzten Fällen den Punkten des unpaaren Zuges 
hyperbolische Strahleninvolutionen zu gehören, von deren 
Doppelstrahlen entweder der eine oder beide der C<^' in 
konjugiert - imaginären Punkten begegnen, so ist die zu einer 
C'*> hyperbolischen Charakters zugehörige Ä'^' entweder 
dualen oder elliptischen Charakters, niemals hyperbolischen 
Charakters, wodurch die am Ende von § 15 gemachte Be- 
merkung bestätigt -wird. In den drei übrigen Fällen ist die 
ßc) immer hyperbolischen Charakters, weil reelle Doppel- 
strahlen in diesen Fällen in reellen Punktepaaren der O'^* 
begegnen. 

§ 20. Untersuchung aller möglichen Fälle bei der 
Erzeugung einer C<^' durch zwei projektiye Strahlen- 
involutionen in halbperspektiver Lage. 

1. Gehen wir umgekehrt, wie in den beiden vorigen 
Paragraphen, von der Erzeugung einer C'^* durch zwei pro- 
jektive Strahleninvolutionen in halbperspektiver Lage aus, 
so treten uns zunächst drei Möglichkeiten entgegen, nämlich 
«) beide erzeugende Strahleninvolutionen sind elliptisch, 
ß) die eine ist elliptisch, die andere hyperbolisch, 
y) beide sind hyperbolisch. 
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Wir wemlen nunmehr die Hilfsbetrachtung an, welclio 
bereits in § 18^3 auseinander gesetzt ist, indem wir die 
projektive Abhängigkeit der beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen O^ und 0^ durch die Punkte j; einer Geraden 
l vermitteln und die Strahleninvolutionen selbst auf zwei 
einfache Strahlbüschel S, und S^ reduzieren vermittelst 
eines Hilfskegelsehnitts K'^\ welcher durch Oj und D^ geht 
und die Tangenttn der 0'^^ in diesen Punkten berührt; die 
Punkte Sj und ®.j müssen dann auf der Verbindungslinie 
I DiDg 1 liegen und entweder innerhalb oder außerhalb des 
Kegelschnitts K*^*, je nachdem die Strahleninvolutionen [O,] 
und [Dj] elliptisch oder hyperbolisch sind. 

Irgend ein Punkt t der Geraden l liefert dann zwei 
entsprechende Strahlen | ®,^ | und 1 S^i" 1, welche K'-^'' in 
den Punktepaaren t)i l)Jund g^ 9^ schneiden, und die Strahlenpaare 

I Oi9i !, I Oi^; I und I O^D, I, ! OX I 
sind entsprechende Strahlenpaare der beiden erzeugenden 
Strahl eninvolutionen. Entspricht einem Doppelstrahl der 
einen Involution ein reelles Strahlenpaar der andern, so sind 
die beiden Schnittpunkte desselben mit dem ersteren die 
Berührungspunkte zweier reellen Tangenten, welche vom 
Mittelpunkte der zweiten Involution an die Kurve gehen, 

2. Dies vorausgeschickt nehmen wir nun den ersten 
Fall an, daß die beiden erzeugenden Strahleninvolutionen 
elliptisch sindj dann liegen Sj und E^ beide innerhalb des 
Hilfskegelschnitts K'''^K Jeder Strahl durch (S^, wie auch 
durch Sg, begegnet dem 7f*^' in zwei reellen, getrennt von- 
einander liegenden Punkten; es giebt daher weder aus Dj 
noch aus O^ reelle Tangenten an die erzeugte C', diese 
muß daher eine zweizugige sein, und die Mittelpunkte der 
erzeugenden Strahleninvolutionen OiDj müssen auf dem 
paaren Zuge derselben liegen. Wir erhalten ferner nur 
reelle Strahlenpaare in den beiden erzeugenden Strahlen- 
involutionen, die einander entsprechen. Zwei solche 

x^x[ und x^x^ 
schneiden sich in vier Punkten, die zwei Paare konjugierter 
Punkte der C'*^ liefern, nämlich 
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Da nun D, und Dg auf dem paaren Zuge der Kurve liegen, 
so müssen p^ und q, auf verschiedenen Flügen der Kurve 
liegen; nehmen vrir alao an, \3^ liegt auf dem paaren, so 
muß qi auf dem unpaareu liegen, folglich trifft | O^q^j die C'^> 
in p^, einem Punkte des paaren Zuges, und IDil^al in q^, 
einem Punkte des unpaaren Zuges; es liegen alao die kon- 
jugierten Punkte pijpa beide auf dem paaren, (\i, (\i beide 
auf dem unpaaren Zuge. Weil die Verbindungslinie | px Va I 
und ebenso auch die V erbindun galiuie |qi%| allemal die 
C'^i in einem Punkte des unpaaren Zuges treffen muß und 
für einen solchen Punkt diese Verbindungslinie ein Doppel- 
strahl der zugehörigen Strahleninvolution ist, so sind die 
zu sämtlichen Punkten des unpaaren Zuges zugehörigen 
Strahleninvolutionen hyperbolisch; einem Punkte des paaren 
Zuges muß aber immer eine elliptische Strahleninvolution 
zugehören, weil die Verbindungslinie zweier konjugierten 
Punkte der C^' in diesem Falle niemals ihren dritten 
Schnittpunkt auf dem paaren Zuge haben kann. Wir haben 
also hier den in § 19, 5 beschi-iebenen Fall vor uns. 

3. Ist von den beiden erzeugenden Strahleninvolutionen 
die eine [DJ elliptisch und die andere [Dj] hyperbolisch, 
so liegt iSi innerhalb und ß^ außerhalb des Hilfskegel- 
sehnitts 7f<^'; die beiden reellen Tangenten aus S^ an 7fl^' 
haben zwei Berührungspunkte, welche mit Dg verbunden 
die Doppelstrahleu der zugehörigen Strahleninvolution liefern. 
Schneiden dieselben die vermittelnde Gerade l in 

§g und §^, 
und verbinden wir den innerhalb K^^> liegenden Punkt K; 
mit §a und §j, so schneidet jeder der beiden Strahlen 

! iSA\ und |e,§;i 

den E'-^'i in zwei reellen Punkten, welche mit O, verbunden 
diejenigen Strahlenpaare liefern, die den Doppel strahlen 
I DjSg I und ID2S3I entsprechen, Jeder der Doppelstrahlen 
der Involution [Dj] wird daher in zwei reellen Punkten von 
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dem entsprechenden Strahlenpaar der Involution [0,] ge- 
sclinitten. Diese beiden 8trahlenpu,ace aus 0, sind also 
vier reelle Tangenten an die C*. Die erzeugte C'*' ist 
mithin eine zweizügige und der Punkt Dj liegt auf ihrem 
unpaaren Zuge, Der Punkt D^ muß aber auf dem paaren 
Zuge liegen, weil die Strahleninvolution [Dj] keine reellen 
Doppelstralilen hat, also auch der Punkt äDj keine reellen 
Tangenten an die C^' sendet. Die elliptische Strahlen- 
involution [Oll enthält nur reelle Strahlenpaare, die hyper- 
bolische [Dg] reelle, auch konjugiert-imaginärc St.ralilenpaa.ro. 
Entsprechen sich nun zwei reelle Strahlenpaare 
x^x[ und x-^x'^, 
so liefern die vier Schnittpunkte 

(x^3^) = pi, (x^x^) = q,, 

zwei Paare konjugierter Punkte ^^p^ und q^q.^. Da nun O, 
auf dem unpaaren und Dg auf dem paaren Zuge der C-''' liegt, 
so miiasen p, und q^ ^^^ verschiedenen Zügen der Kurve 
liegen; nehmen wir p^ auf dem unpaaren Zuge an, so Hegt 
qj auf dem paaren; folglich trifft IDii^^l die C<^> in \\, 
einem Punkte des paaren Zuges, und [Dg^igl in q,, einem 
Punkte des unpaaren Zuges; die beiden konjugierten Punkte 
pi, i)g und ebenso c^,, q^ liegen also immer auf verschiedenen 
Kurvenzügen. Die Verbindungslinie | pip^] und ebenso auch 
die Verbindungslinie j qiqg] trifft die 6''^> allemal in einem 
Punkte des paaren Zuges und ist für einen solchen Punkt 
ein Doppelstrahl der zugehörigen Strahleninvolution. Daher 
sind die zu sämtlichen Punkten des Zuges zugehörigen 
Strahleninvolutionen hyperbolisch. Einem Punkte des un- 
paaren Zuges muß aber immer eine elliptische Strahleii- 
involution zugehÖren, weil die Verbindungslinie zweier kon- 
jugierten Punlde der C'^' in diesem Falle niemals ihren 
dritten Schnittpimkt auf dem unpaaren Zuge haben kann. 
Wir haben also hier den in § 13,3 besclirieberen Fall vor uns. 
4. Sind endlich beide erzeugende Strahleninvolutionen 
[DJ und [Dj] hyperbolisch, so liegen die Punkte S, und 
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a^ beidfi außerhalb des Hilfakegelschnitts K^^\ senden also 
reelle Tange ntenpaare an denselben, deren Berührungspunkte 
mit O, und D^ bea. verbunden die vier Doppelstrahlen der 
Involutionen [DJ und [Oj] liefern. 

Hier werden wir nun mehrere Fälle /u unterscheiden 
haben je nach der Lage der vermittelnden Geraden I (S. 151), 
auf welcher diejenigen Gebiete voneinander zu trennen sind, 
in denen ein Punkt j: Hegt, der mit Sj und Sj verbunden 
solche Strahlen liefert, die 7(!<^* in reellen Punktepaaren 
begegnen oder nicht. 

Gehen nlimlich von einem Punkte ß zwei reelle Tan- 
genten an einen Kegelschnitt K*-^' und treffen eine Gerade l 
in dem Punktepaar SS', so trennen dieselben awf der Ge- 
raden l zwei Gebiete voneinander; in dem einen liegen 
solche Punkte j, deren Verhindungs strahlen mit fö dem 
K^'^' in zwei reellen Punkten begegnen, in dem andern 
solche Punkte j, deren Verbindungsatrahlen mit S dem 
A"'" in keinem reellen Punkt begegnen. Wir wollen diese 
beiden Gebiete durch die Zeichen + und — voneinander 
unterscheiden. 

Nun kann entweder das -f Gebiet zwischen § und §' 
liegen und das —Gebiet außerhalb der Strecke 8§' oder 
umgekehrt, je nach der Lage der Geraden l zu dem Kegel- 
schnitt 7£'*^\ Haben wir aus zwei Pimkten ®, und Sg zwei 
reelle Tangentenpaare an K^^>, welche iu den Punktepaaren 
§^§[ und §jS^ 

der Geraden l begegnen, so haben wir auf derselben zwei- 
mal + Gebiete und —Gebiete, die einander zum Teil decken 
oder nicht decken, je nach der Lage der Punkte §,, §J, S^, 
Öj zueinander, und hier kiJnnen drei verschiedene Fälle ein- 
treten: 

fi) jedes der beiden Paare wird durch das andere ge- 
trennt; 

ß) das eine Paar liegt ganz innerhalb des andern (d. ii. 
alle Punkte der einen Strecke sind gleichzeitig Punkte der 
andern, aber nicht umgekehrt); 
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y) das eine Paur liegt gana außerhalb des andern Paares 
(d. h. die beiden Strecken haben keinen Punkt miteinander 



Da nun ein Punkt ^ in einem + Gebiete mit föj oder ©3 
verbunden eine Gerade liefert, die dem Kegelschnitt K'^' in 
zwei reellen Punkten begegnet, so werden diese mit 0^ oder 
Dj verbunden auch reelle Strahlenpaare der beiden Invo- 
lutionen [O,] oder [0^] liefern,, die einander entsprechend 
sind. Wir können also beurteilen, ob reelle Strahienpaare 
einander entsprechen oder konjugiert -imaginäre oder ein 
reelles einem konjugiert -imaginären oder umgekehrt. 

5. Betrachten wir daher den ersten Fall, in welchem 
jedes des beiden Paare §,§[ und §^§3 durch das andere ge- 
trennt wird, und bezeichnen wir die + und —Gebiete für 
das erste Paar Öi§,' oberhalb der Geraden l, für das zweite 
Paar S^Sj unterhalb der Geraden /, so haben wir im ersten 
Fall die vier Möglichkeiten; 



I. 
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+ 
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^^l 


+ 










+ 




--,- 


+ 
g' 
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IV. _ _ _^ 

+ ^' - ^' + 

In allen diesen vier Fällen kommen entsprechende 
-f Gebiete zur Deckung; es giebt also immer entsprechende 
reelle Strahlenpaare der beiden erzeugenden Involutiouen. 
Sachen wir die den Doppelstrahlen der erzeugenden hyper- 
bolischen Involutionen entsprechenden Strahlenpaare auf, so 
ernennen wir folgendes Verhalten; In I. entspricht; 
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dem DoppelstraU lOjSj 

|o,5;i 

10,ä,| 

In II. entapriclit: 
dem Doppelsirahl | Dj §j } 
IC.äJl 

1 o,«; I 

In III, entspricht: 
dem Doppelsirahl | OjSi \ 



1 Kurven dritter Ordnung. 

in imag. Strahleapaar in [Og], 
reelles „ „ [DJ, 

„ [O,], 
imag. „ „ [Dl]. 

ein reelles Strahlenpaar in [Dj,j, 

„ imag. „ „ [DsJ, 

„ reelles „ „ [DJ, 

„ imag. „ „ [DJ. 

ein imag. Stralilenpaar in [D^], 

„ reelles ., „ [D^], 

„ imag. „ „ [Dl], 

„ reelles „ „ [DJ. 



In IV. entspricht: 




1 Doppelstrahl [0^ 


ein reelles Strahlenpaar in [0,], 


ID,«; 


„ imag. „ „ [CJ, 


1 DA 


„ „ „ „ [0,], 


1 ox 


„ reelles „ „ [0,J. 



Da aber die Durchschnittsp unkte eines Doppelstraliles 
mit jedem der beiden Strahlen des entsprechenden Strahlen- 
paares die Berührungspunkte des letzteren mit der C' sind, 
so sehen wir, daß in allen vier Fällen (I., II., III., IV.) aus 
jedem der beiden Mittelpunkte der erzeugenden Strahlen- 
involutionen nur zwei reelle Taugenten an die C<*' geben, 
während die beiden übrigen konjugiert - imaginär sind. Von 
den Doppelstrahlen jeder der beiden erzeugenden hyper- 
bolischen Strahleninvolutionen schneidet der eine in zwei 
reellen, der andere in zwei konjugiert -imaginären Punkten 
die C>*1 Wir haben also den in § 18, 2 beschriebenen Fall 
vor ims. 

6. Wir gehen jetzt zu dem zweiten zu untersuchenden 
Hauptfalle über, daß nämlich das eine Paar S^^a g^^^ 
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innerhalb des andern §j§J gelegen ist. Wir haben hier 
wiederum vier Möglichkeiten: 

_:^_ä + 

I, 



IV. 











^1 


0. + 0, 


a' 






+ 


», _ », 


+ 










+ K 


'• + •• 


ä; + 



+ 



In den Füllen L, IL, IV. giebt es immer entsprechende 
+ Gebiete, die sich decken, also auch immer reelle ent- 
sprechende Strahlenpaare der beiden erzeugenden Invo- 
lutionen. Nur in dem Falle III. kommen keine solchen vor. 
Wir erhalten also in diesem Falle überhaupt keine reellen 
Punkte der C'*', weil immer, wo wir auch den Pimkt % auf 
l annehmen mögen, entweder einem reellen Strahlenpaar in 
[D|] ein konjugiert -imaginäres Strahlenpaar in [O5] oder 
umgekehrt, oder einem imaginären Strahlenpaar in [Dj] 
wieder ein imaginäres Strahlenpaar in [Og] entspricht. Wir 
können also diesen Fall als illusorisch ganz fortlassen, weil 
wir dabei überhaupt keine reellen Punkte der G<*' {aul^er 
D, und Dg) erhalten, 

Suchen wir jetzt die den Doppelstrahlen der beiden er- 
zeugenden hyperbolischen Involutionen entsprechenden Strah- 
lenpaare auf, so erkennen wir folgendes Verhalten: In I. 
entspricht: 

\ ein imag. Strahlenpaar i 



dem Doppelatrahl | Oj 



reelles 



(0,1, 
[Ol], 
[D,], 
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In IL eutspi-iclit : 
dem Doppelstrahl lDi§j| ein feelies Stralilenpaar in 1C„], 

io.«;i ,, „ ,, „ 10,1, 

10,8,1 „ ,, ,, ,, [CJ, 

ic.s; „ „ „ „ ro,i 

In III. entaprieht: 
dem Doppelstrahl | Di?, | ein imag, Strahlenpaar in \0.j], 

to,§;i „ „ „ „ [DJ, 

|Ds§.l » ,. . „ [DJ, 

■^iKl >' » >' » l^il- 

In IV. entspricht: 
dem Doppelstrahl !Di§i| ein reelles Strahlenpaar in jDä], 

io,§;! „ „ „ . foj. 

» „ !Os§a, „ imag, „ „ [0,1, 

\^^K\ « „ „ „ ro,"i. 

Wir sehen hieraus, daß in dem Falle I. der Mittel- 
punkt Dl vier reelle Tangenten, der Mittelpunkt O^ keine 
reelle Tangente an die 6''^> sendet; im Falle IV. ist es um- 
gekehrt. Die beiden Doppelstrahlen der einen erzeugenden 
Stratileninvolution begegnen also der C'^> in vier reellen 
Punkten, die der andern in keinem. Wir haben also den 
Fall 19, 4 vor uns. 

Im Falle IL sendet jeder der beiden Punkte D,, D,, vier 
reelle Tangenten an die C'^* und jeder der vier Doppel- 
strahlen der beiden erzeugenden hyperbolischen Involutionen 
begegnet der C' in zwei reellen Punkten. Wir haben also 
den Fall § 19, 2 vor ims. Der Fall III. ist schon als illu- 
sorisch erkannt worden, was auch mit der Bemerkung in 
§ 19, 4 S. 156 übereinstimmt. 

7. Es bleibt jetzt nur noch der dritte Hauptfall zu 
unterauehen übrig, der indessen nichts neues bietet, sondern 
nur eine Wiederholung des vorigen. 
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Liegt nämlich das Pimktepaar §^§[ gaoiz ^etieiiat von 
dem Punktepaar §3§ä, so daß beide Strecken keinen gemein- 
schaftlichen Punkt haben, so gestalten sich die Möglich- 
keiten folgendermaßen: 
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+ ä- 
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+ j 


- j, 
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— ^.— P 


_gr.___. 


J-ä, 


^_^ä;_ 


-f 








.. — ___.„ - 


.,. 



+ ^' __ ^ + 

Hier geht nun der Fall I. als illusorisch heraus, weil 
überhaupt für keinen Punkt j^ der Geraden / einem reellen 
Strahlenpaare der Involution fD,] wieder ein reelles Strahlen- 
paar in [Dg] entpricbt; wir erhalten also überhaupt keine 
reellen Punkte der C^* hei dieser Erzeugung. In den drei 
übrigen Fällen IL, III., IV. giebt es entsprechende + Gebiete, 
die sich decken, also auch reelle entsprechende Strahlen- 
paare der beiden erzeugenden Involutionen. Suchen wir die 
den Doppelstrahlen der beiden erzeugenden liyp erhob sehen 
Involutionen entsprechenden Strahlen paare auf, so ergieht 
sich folgendes Verhalten; 



In L entspricht: 






dem Doppelstrabi | 0,g, i 


i'in imag. Strahlenpaar 


m [0,1, 


iO:§:i 


„ „ „ 


„ 10.1. 


10.^.1 


„ „ „ 


,. 10,1. 


102^^1 


>r >' n 


„ 10,1. 
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In 11. entspriclit; 






dem Doppelstrabi 1 iDiöJ 


ein reelles. Strahlenpaai 


in [D,J 


10,«; 1 


,, .j » 


„ [OJ 


|C,ä, 


., rnKg- 


„ ro.j 


1 D,X 


,. 


,. iO,.l 


In III. eütspricht: 






dem Doppelstrabi D,§i 


ein imag, ötrablenpaar 


in [0,1 


|0,ä; 


» » » 


„ rD,i 


1 C,ä, 


„ reelles „ 


„ IO,,l 


1 ß,ä; 


,, „ 


„ [0,Jt 


In IV. entspricht: 






dem Doppelstrabi | D,«, 


ein reelles Strahleopaa 


in 1.0, 


1 o,ä; 


» !> IT 


., [0,J 


1 OA 


„ „ „ 


„ [0, 


, DA 




„ 10, 



Da diese vier Möglichkeiten genau dasselbe Bild dar- 
bieten, wie im vorigen Falle (6.), ao brauchen wir die Fol- 
gerungen daraus nicht zu wiederholen. 

Es erübrigt aber noch der Übergangsfälle Erwähnung 
zu thun, in welchen die beiden Strecken §^§J und §^^2 in 
einem ihrer Endpunkte zusammenstoßen oder mit beiden 
zusammenfallen. In einem solchen Falle müßte einem Dop- 
pelstrahl der einen erzeugenden Involution gerade ein Doppel- 
strahl der andern entsprechen, und der Schnittpunkt beider 
müßte daher ein Doppelpunkt der Kurve, die beiden 
Doppelstrablen die Tangenten in demselben sein. Eine (,'<^' 
mit Doppelpunkt ziehen wir aber hier nicht in den ICreis 
unserer Betrachtung, Sie tritt nur auf, sobald zwei kon- 
jugierte Punkte der C"' zusammenfallen, was im allgemeinen 
nicht der Fall ist. Fallen die beiden Strecken §i§J und 
§2§3 identisch aufeinander, so würde die G'"' zwei Doppel- 
punkte erhalten und daher ausarten in eine Gerade und 
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Bin Überblick Über die gewonnenen Resultate, welclie 
in Yollkommener Übereinstimimuig sind mit den in §§ 18 
und 19 ausgesproclienen, zeigt uns, daÜ bei der Erzeugung 
der C'^> durch zwei projektive Strahleninvolutionen in halb- 
perspektiver Lage die einzügige C^', welche immer hyper- 
bolischen Charakters ist, nur in einer einzigen bestimmten 
Weise auftritt, die zweizügige, wenn sie elliptischen Cha- 
rakters ist, auf zwei verschiedene Weisen erzeugt werden 
kann, wenn sie aber dualen oder hyperbolischen Charakters 
ist, wieder nur auf eine einzige Weise hervorgeht. Zu diesen 
Resultaten gelangt auf gänzlich verscbiedene Weise auch 
Herr A. Harnack in seiner Abhandlung: „Über die Ver- 
wertung der elliptischen Funktionen in der Geometrie der 
Kurven dritten Grades" (Math. Ann. Bd. IX. S. 10).*) 

§ äl. Ziisammenhang zwischen den konischen Polaren 
von Punkten der C">. 

1. Wir haben in § 9, 6 den Satz kennen gelernt: „Zieht 
man durch einen Punkt Sl der C^' Strahlen, deren jeder in 
einem Paar weiterer Punkte der C*^' begegnet und bestimmt 
zu 3( den zugeordneten vierten harmonischen Punkt rüek- 
aichtlich des Punktepaares, so beschreibt derselbe bei der 
Drehung des Strahles um St einen Kegelschnitt St'^', welcher 
durch St selbst hindurchgeht und dieselbe Tangente in St 
hat, wie die 6'^', Dieser Kegelschnitt 2t'^' begegnet der C^' 
im allgemeinen in vier weiteren Punkten, welche mit 31 ver- 
bunden das Tangentenquadrupel aus 31 an die C*^' bilden. 
Die vier Berührungspunkte liegen eben mit den beiden zu- 
sammenfallenden Berührungspunkten der Tangente in 3( auf 
einem und demselben Kegelschnitt W'K Derselbe heißt die 
konische Polare des Punktes 3( rücksichtlich der C'^', 
oder auch die erste Polare von 21." 

Nehmen wir nun einen beliebigen zweiten Punkt SS der 
C'"' und bestimmen seine konische Polare 99'*', so wird die 



*) Vergl. auch die Abhandlung von Herrn R, Sturm: Über die 
en Kurven dritter Ordnnog, Borohardt's Journalf.Matb.Bd.90. S.85ff. 
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Verbindungslinie | 9ISJ | der Kurve in einem dritten T'iiukte © 
begegnen, und ist 3[j der vierte zu 9t zugeordnete harmo- 
nische Punkt riicksichtlich des Paares 58®, ferner 3.5, der 
vierte zu SS zugeordnete harmonische Puidit rücksiclitüch 
des Paares (£?l, also 

(5t3t,*8S) ^ -1, 

(Ö58.ea) = "J, 
dann geht 2l'^> durch 9( und ?t,, SSI') durch 'S und %-^ die 
gewöhnliche Polare von % in Bezug auf den Kegelschnitt 
93'^' geht also durch ß, und die Polare von 93 nach §[<^i 
geht auch durch S, wie aus diesen harmonischen Beziehungen 
hervorgeht. 

Denken wir uns den Strahl | 3(SßlS ] unendlich wenig 
um 31 gedreht, so wird sich 58 nach dem unendlich nahen 
Punkte SS', <5 nach dem unendlich nahen Punkte ©' bewegen, 
sodaß |S85S'|^fe, |©e'| = ie 

die Tangenten in den Punkten SS und © der C'^' werden. 
Wenn wir sodann den vierten harmonischen Punkt zu St 58'©', 
der 31 zugeordnet ist, a.ufsuehen, so wird sich derselbe, ?I[, 
unendlich wenig von SIj entfernen, soda(^ 

|3t,9t;H4, 

die Tangente in 3t, an der konischen Polare des Punktes 3t, 
d. h. an dem Kegelschnitt 91'^' wird, welcher durch 9t und 
Sti geht. — Da die beiden harmonischen Punktreihen 

3t St, 58© 

3tSt[S'©' 
Perspektive Lage haben, so müssen sich |9ti3t[', ! 3J58'|, | ®ß'|, 
d. h. die drei Tangenten 

's, k, h, 
in einem Punkte sehneiden, und umgekehrt, ziehen wir die 
beiden Tangenten ijt, t^ in den beiden Punkten S und © der 
<7''\ verbinden ihren Schnittpunkt mit St,, ao ist diese Ver- 
bindungslinie die Tangente /«, im Punkte 91, der konischen 
Polare 9t'^>. Da der Punkt « auf der Geraden |3t9t,| hegt, 
so wird die Polare von 58 nach 3t<^l durch den Schnittpunkt 
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der beiden Tangenten % ucd t^^ gehen müssen, weil %'^' 
durch 91 und 9tj geht; bezeichnen wir also den Schnittpunkt: 

{k, h,) = 0, 
so ist nach der vorigen Bemerkung | a 6 | die Polare von 
S8 nach 9t >^'. 

lu gleicher Weise konsti-uiercn wir die Polare von 
St nach S8'^'. Nachdem wir den vierten harmonischen Punkt 
93i ermittelt haben durch die Bedingung 

und die Tangenten in S nnd ^& an der G'** 

verbinden wir ihren Schnittpiuikt mit SSj; diese Verbindungs- 
linie ist 

die Tangente in ^| an der konischen Polai-c Si'"'; ist dann 
der Sch]iittpunkt der beiden Tangenten 

Bö wird |fi©| die gesuchte Polare von St nach SS"''* sein. 

Nehmen wir mm die drei Schnittpunkte der Geraden 
y = [ 9t®6 I und die drei Ta.ngenten der C' in diesen 
Punkten 

und nennen die Schnittpunkte derselben 

((««-st,; (kh)-»,; (l«i«)-6„ 
SO bilden die vier Geraden tu, i^, dj, g ein vollständiges 
Vierseit, dessen djrei Diagonalpunkte sind 

l- = (SS«,, 6g,); tj = (es,, ^%); ä - i^%, ^^i)- 
Nun sind bekanntlich 

JDI, \u\, li%\, \i%, 
vier harmonische Strahlen, folglich die vier Durchschnitts- 
punkte derselben mit g vier harmonische Punkte 

e, 39, 9t, %, 
folglich geht | %% \ durch 9t,, und da | 9l29t, | die Tangente 
in 3t, an der konischen Polai'e ?t'^' ist, so geht dieselbe 
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auch durch j; der Punkt a = ('siisi,) ist also der vierte har- 
monische Punkt KU ^S^Sjj nämlich 

und wir haben auch die vier harmonischen Strahlen 
e(SSgSa2ta) = -l. 
In gleicher Weise sind 

!i)sl, lijäl, i^söl, m^i 

Tier harmonische Strahlen; folglieh schneidet |l)Ssl die g 
in dem vierten harmonischen Punkte SB;, sodaß 

wird, und [ ^Sß^Sj | ist die Tangente in Sßj an der konischen 
Polare ®'^>. Der Punkt i =- ('öfe,) ist also der vierte har- 
monische Punkt zu ^®^^^, nämlich 

(6,91,06)^-1, 
und wir hahen auch die vier harmonischen Strahlen 

Aus der Gleichheit 

6(©,ei.2in) ^ S(9IäS2ffl&) 
aber, da 

I 658,1 =\^%[, jSSäi ^^ |ß®2!> |S9I| ^ 1635] 
ist, folgt endlieh 

|6b| = 160,, 

d. h. Soll liegen auf einer und derselben Gleraden; also die 
beiden Geraden l Sa \ und j Sb \ fallen identisch zusammen. 
Wir haben daher den fundamentalen Satz: 
Sind % und © zwei beliebige Punkte der C<-^'> 
und St<^> und S'^1 die konischen Polaren derselben, 
so ist die (gewöhnliche) Polare des Punktes S in 
Bezug auf den Kegelschnitt SS'« identisch mit der 
Polare von 58 in Bezug auf 3l<^>. 

(Einen speziellen Fall dieses Satzes, nämlich wenn St 
und S& konjugierte Punkte der C''^'> sind, haben wir bereits 
in § 9, 7 S. 70 kennen gelernt.) 
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2. Wenn wir von den drei Punkten 91, SS, E, in welclieti 
die Gerade g der C*' begegnet, die konischen Polaren 31'^', 
ffil^!, S'^' herstellen, und die beiden Kegelsebnitte 9t"', iQ'^' 
«inen gern ein scliaftliclien Punlct © haben, so schneide 
die Gerade | ©91 i die d^» noch in W und 91", 
„ !®^i n n „ „ ^' ,< ^", 

„ i®®! „ n „ „ 'S' „ ®"; 

dann müssen, weil 31, SB, 6 auf einer Geraden liegen, die 
sechs Punkte 91', 91", S3', SS", ß', <5" auf einem Kegelschnitt 
liegen (§ 9, &). Für diesen Kegelschnitt sind © und g Fol 
und Polare, weil © sowohl auf der konischen Polare 91'^', 
als auch auf der konischen Polare 58^^' liegt; folglich müssen 
auch 6' und ©" durch © und g harmonisch getrennt werden 
und daher muß © auch auf der konischen Polare 6'^' liegen; 
dies gilt für jeden der vier gemeinsehaftlichen Punkte der 
beiden konischen Polaren 91'^' und ffl*^'. Wir sprechen so- 
mit den Satz aus: 

Wenn eine Gerade g der C^' in den drei Punkten 
91, SB, S begegnet, so gehören die drei konischen 
Polaren von denselben, 9l'% S'% fS'^ einem Kegel- 
schßittbüschel an, d. h. haben dieselben vier ge- 
meinsamen Grundpunkte. 

Dieser Satz gilt allgemein, unabhängig von der Realität 
der Grundpunkte ©, wie aus folgender Betrachtung hervorgeht : 
Sei 'S, ein beliebiger Punkt der C^' und J£'^' seine 
konische Polare, dann ist nach dem in 1. bewiesenen Satze 
die Polare von 91 nach S'^' identisch mit der Polare a von 
'S. nach 9ii^', ebenso die Polare von S nach $'^> identisch 
mit der Polare 1) von c£ nach ©(^* und endlich die Polare 
von S nach 3c<*' identisch mit der Polare c von S nach 
S<^'. Da nun die drei Punkte 91, SB, © auf einer Geraden g 
liegen, so müssen ihre drei Polaren a,h,c nach Ü£<^' sich in 
einem Punkte schneiden 

und es müssen S und S, konjugierte Punkte für %^^\ S*^', 
S'^' gleichzeitig sein. Hiemach müssen entweder 9t'^', SS'*>, 
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®<'^' einem Btisehel angehören, in welüheui Falle dann zu jedem 
Punkte der Ebene die drei Polaren nach 21'^', SB**", S'^' sieh in 
einem Funkte schneiden; oder ea gehören St<^', S8'^', S<^' nicht 
einem ßüsclnel an, dann bestimmen 9l'^>, 33'^\ S<** ein Kegel- 
scbnittnetz, für welches nur besondere Punkte der Ebene, welche 
die Tripelkurve erfüllen, diese Eigenschaft besitzen. C' 
müüte also die Tripelkurve dieses Netzes sein und KXi ein 
Paar konjugiertei' Punkte der C<s) (§ 7). Die letztere An- 
nahme ist aber unstatthaft. Denn unter Pesthaltung der 
Bezeichnung in 1. ist die Polare von 91 nach 91'^' die Tan- 
gente ig "" I 9la ;, die Polare von 9t nach SS*% wie wir ge- 
sehen haben, die Gerade | ®6a | und ebenso die Polare von 
91 nach S<*> die Gerade | ^ca |; also schneiden sich auch 
die drei Polaren von ?l nach 91*^', S8<^', S'^' in einem Funkte ü. 
Es sind demgemäß ^ und a, ebenso 58 und b, (5 and c 
konjugierte Punkte für die 6'''>, Da aber ?I, S8, S auf einer 
Geraden liegen, so müßten a, 6, C ein Tripel der Tripelkurve 
C<^' bilden und auf derselben liegen. Andererseits sind aber 
a, 6, C die drei Tangentialp unkte zu St, S, E und müßten also, 
da diese auf einer Geraden liegen, ebenfalls auf einer Ge- 
raden liegen. Drei Tripelpunkte liegen aber im allgemeinen 
niemals auf einer Geraden; dies wird also bei willkürlicher 
Annahme der Geraden g nicht eintreten, und es folgt daraus, 
daß die von uns gemachte Annahme unstatthaft ist, mithin 
die drei Kegelschnitte 9t'^>, W^\ ©<" einem Büschel an- 
gehören müssen, 

3. Das Büschel der drei Kegelschnitte 91'^', SJ«^!, 6'=' 
schneidet auf der Geraden g die drei Punktepaare 

3(91,, sss„ se, 

aus, welche einer Punktinvolution angehören. Dies ist auch 
an sich erkennbar, denn aus den drei Bedingungen 

SO ^ - 1 , 

durch welche die Puntte 9lj, S,, S, bestimmt werden, folgt 
durch bekannte Umformung 
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Zusammenhang zwischen den konischen Polaren etc. dev C'. 






(ss « e «,) - 2 






(SBÄffi.E)--! 




(aa6,a,) — 2 






(s8e,aa,)-3, 






(a«,ss,) - 3 

(««,6ffl)--I 

(aa.se,) — 3 


und 


in gleicher Wei 


Lse zwei analoge Beziehungen 




(aa.ssBi)- 


.(!8ffl,s6,)-(®«,aai)--3, 



woraus hervorgeht, daß von den drei Punktepaaren 

jedes dvnch das andere getrennt wird, weil der Wert ilires 
Doppel Verhältnisses negativ ist. 
Ferner folgt aus 

(3(St,eS8) 1 (SlSi, SS6) ^ - 1 

(3ia,i£,g)- =-i ( 3tat,«,@) = -^ 

woraus hervorgeht, daß die drei Punktepaare 

■^%„ «SS,, se, 

einer Involution angehören und zwar einer elliptischen 
Punktinvolntion, weil jedes Paar durch ein anderes ge- 
trennt wird. 

Die beiden Doppelpunkte 3; S| dieser elliptischen Punkt- 
involntion sind konjugiert-imaginär. Eine solche Gruppe 

™° ''"* ''°""" a, s, 6, 3, 3, 

nennt man ein äquianharmonisches System; ein solches 
zeigt wegen der harmonischen Eigenschaft der Doppelpunkte 

(SSiSta,) = (SS, SS«,) = (3S,ee,) - - 1 

die drei Projektivitäten 

(2ts8S3s,) A (sesiss,) A (estsss,); 

denn weil StSl, sowohl S9(£ als auch 33i harmonisch trennt, 
80 sind S12ti die Doppelpunkte einer Involution, von der 
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haben w 


SSi zwei Paare konjugierter Punkt 


1) 
ebenso 


(86ä3)-(Ea«3i), 


2) 
und 


(63(83) - («883,) 


5) 


(ases) - (saeSi); 


aus 1) i 


md 3) folgt aber 


oder 


(9sa3) - (sssas,) - (sass) 
(a!BS3)-(S(äa3) 



u. s. f. 

Wir erkennen hieraus, daß wenn wir aus den drei 
Punkten 91, S, E eine cyklische Projektivität herstellen, 
indem wir den Träger als doppelt auffassen nnd den drei 
Punkten %, S&, (S. 

entsprechen lassen 

8, E, 81 

oder, was daraus folgt, 

©, 91, !ö, 



die beiden eyklisch - projektiven Punktreilieii die 
konjugiert -imaginären Doppelpunkte 

haben. 

Ein äquianh armenisches System von fünf Punkten 
kommt also überein mit einer cyklischen Projektivität, und 
wir können den Satz aussprechen; 

Wenn man aus drei reellen Punkten 81, SS, S einer 
Geraden eine cyklische Projektivität herstellt, in- 
dem man den Träger als doppelt auffaßt und den 
Punkten 

9t, «, S 
die Punkte 

«, e, % 

oder 

e, 91, « 
entsprechen läßt, wobei durch drei Paare ent- 
sprechender Elemente die projektive Beziehung 
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festgelegt wird, dann sind die Doppelpunkte 3, Si 
der projektiven Punk treiben bonjugiert-imaginär 
und werden bestimmt als die konjugiert-imaginären 
Doppelpunkte einer elliptischen Punktinvolution, 
welcher die drei Punktepaare "&%„ ©SO,, 15©, au- 
gehören, wo 2ti, ö,, ©, die vierten harmonischen 
Punkte 

(§lS8ISI5,)-=-l 
bedeuten. 

Wollen wir die Werte der Doppelverhältnisse 

(SlSeS) und (9tSSSS,) 
berechnen so findet sich aus 



(aa,i8s8,)--3, ca«,8S).(aa,3»,)--3, 




(aa,93) — 3.(aa,s,3), 

3 . (S, a 8 3), 


N Ohmen 


(a st, SB 3)'- - 3. 


folgt 


(«aiS83)- + i'^ 



,a6).(«a,s3)-+i/-3, 
(a«,63)--V-3, 
(aea,3)- 1 + 1/^3, 



.HY+3 
2 ' 

i gleicher Weise 



(au 8 3)- 2- 



Ca8E3)-'— ^-- 



Die Werte der beiden Doppelverhältnisse (9IS©S) und 
(StSS^i) gehen also als die imaginären dritten Wurzeln 
aus der negativen Einheit hervor. 
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4. Der Zusammenhang zwischen den Punkten 

a«,, 98,, «e„ 33, 

läßt noch ein weiteres Resultat erkennen. 
Aas der Gleichheit 

t33,«a,)-~i-{ea!i,j() 

folgt eine Panktinvolution, der die Punktepaare angehören 

36, 3,», asi,, 

mitbin 

(33,«,SB)-(i£sa3,), 
-(SS 8 30, 
-(«,331»), 

andererseits auch 

(33,si,9)-(»a(S3,), 
-(3,Sl,38), 

alao ist 

und in gleicher Weise finden wir 

also haben wir die cyklisehen Projektivitiiten 

und hieraus foJgt, daß 58© als die Doppelpunkte für eine 
cyklisehe Projektivität auftreten, welche durch die drei 
Elemente SSi^l; bestimmt wird. Wären also SSi^i reell, 
so müßten S8 und S konjugiert -imaginär sein und würden 
durch eine reell konstruierbare elliptische Punktinvolntion 
vertreten. 

Wir wollen jetzt umgekehrt ^ und S verti-eten lassen 
durch eine gegebene Punktinvolution, imabhängig davon, ob 
dieselbe hyperbolisch oder elliptisch ist, und dann die zu- 
gehörigen Punkte 3, 3i konstruieren oder vielmehr durch 
eine reell konstruierte Punktinvoiution vertreten lassen, 
welche entweder elliptisch oder hyperbolisch sein wird. 

Sei außer dem reellen Punkt St auf g eine Punkt- 
involution gegeben, deren (reelle oder konjugiert -imaginäre) 
Doppelpunkte SB, S seien; da ?t und St, durch ® und S 
harmonisch getrennt werden, so ist 3(, der zu ?1 konjugierte 
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Punkt in dieser gegebenen Punktinvolution; sie wird voll- 
ständig bestimmt durch ein zweites gegebenes Paar kon- 
jugierter Punkte 5ß und ^', also die beiden Punktepaave 

9t Sil, ^ßSß' 
bestimmen sie und es gilt die Gleichheit der Doppel- 

rahäitniss. (aa,!|j8)-(a,a¥'ü). 

Die Involution, deren Doppelpunkte 3, Si sind, wird 
bestimmt durch die beiden Punktepaare ?l9tj,33S8i, welche 
der Bedingung genügen 

{3tSt,SSa3,) = -3. 
Sei nun der zu 5ß konjugierte Punkt in dieser zweiten 
Involution 9ß, genannt, also 

(90I,^SB) = (3t,gi«P,a3,), 
dann folgt aus den vorigen beiden die Beziehung 

m9t,^'SB)==(9l9J,5ß,a30 
und, da 

ist, 

oder 

Diese Beziehung liefert uns den gesuchten Zusammenhang 
zwischen ^' und ^^- wir können sie auch so schreiben 

dami zeigt sie den Zusammenhang zwischen derjeiiigeu 
Pnnktinvolution, welche durch die Punktepaare 

?[«, und ^^' 
bestimmt wird (deren Poppelpunkte 99 und lä sind), und 
derjenigen Involution, welche durch die Punktepaare 

%%, und ^% 
bestimmt wird (deren Doppelpunkte S nnd 3f, sind). Ee 
geht nun aus der Beziehung hervor, daß, wenn die eine 
Involution hyperbolisch ist, die andere elliptisch sein mnfJ 
und umgekehrt. 
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Es ergiebt sich auch eine leichte Konstruktion der 
einen Involution, sobald die andere gegeben ist; StSl, ist 
das gemeinschaftliche Paar konjugierter Punkte für beide 
InYolationen; die zu ^ in der einen und andern Involution 
konjugierten Punkte sind ^' und ^j. 

Die Beziehung 

läßt sich so schreiben 

und vermittelst eines Hilfspunktes D 

(§[5ß't,0).(SI5ß'O5ß,) = ^-2. 
Wir können dann über den Hilfspunkt O so ver- 
fügen, daß 

(2[?iJ'9[,Q) ^ a und (9t5ß'D?ß,) = '2, 

{%%'^'Q) = - 1 und (31D^'$,) = - l 
wird. Aus diesen harmonischen Beziehungen ist es leicht, 
z. B. ^i zu konstruieren, sobald ^' gegeben ist: Man suche 
zu §I,3li,5ß' den vierten harmonischen Punkt D, aodaß 

(S19[i$'D) = -l 
wird, und zu 31, Cl, 5P' wieder den vierten harmonischen 
Punkt $1, aodaß 

wird; dann ist ^| der gesuchte Punkt derart, daß durch die 
Punktepaare %%^ und ?ß?|J, diejenige Involution bestimmt 
wird, deren Doppelpunkte 33^ sind. 

Im umgekehrten Fall, wenn ^^ gegeben ist, werden 
wir ^' vermittelst des Hilfspunktes Qi aus den Beziehungen 
konstruieren 

(9ljSl9^,!DO == - 1 und (2t,£l,sp,?ß') = - 1; 
es tritt dabei nur St^ an die Stelle von %. 

Dies ist denn auch in Übereinstimmung mit dem früheren 
Resultat; in dem einen Falle operiert man mit 2t und den 
Punkten ^, © (oder der sie vertretenden Involution), in 
dem andern Falle mit Sl^ und den Punkten 3, Sj (oder der 
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sie YCrtretendeii Involution) in gleicher Weise vermittelst 
(lyklischor Projekfcivität* 



g 22. Die konischen Polaren für alle Pimkte der Ebene 
riicksichtlich rter C'^'. 
1. Nach dieser Abschweifung über das äquianharmoniacke 
System und cyklisch- projektive Punktreihen, wovon wir später 
noch Gebrauch machen werden, kehren wir zur Betrachtung 
der konischen Polaren zurück und erweitern die erlangten 
Resultate.** 

Wir haben gesehen, daß zu den drei Punkten Sl, 58, 
®, in welchen eine Gerade g der C'^> begegnet, drei be- 
stimmte Kegelschnitte St'^*, 58'^', ©'^> gehören, die konischen 
Polaren der Punkte, und daß diese einem Kegelschnitt- 
büschel angehören. Wir können nun die Punkte der Ge- 
raden g und die Kegelschnitte des Büschels als Elemente 
zweier projektiven Gebilde einander entsprechen lassen und 
die projektive Beziehung derselben durch diese drei Paare 
entsprechender Elemente festsetzen, wodurch die projektive 
Beziehung gerade bestimmt wird. Dann wird jedem Punkte 
^ der Geraden g ein bestimmter Kegelschnitt 5|J'^' des 
Kegelschnittbüschels eindeutig entsprechen, welchen wir die 
konische Polare dos Punktes ?ß nennen wollen. Die pro- 
jektive Beziehung beider Gebilde können wir in gleicher 
Weise, wie in §4,6 herstellen, indem wir das Kegelschnitt- 
büschel auf ein Strahlbüschel reduzieren (gebildet von den 
Polaren eines beliebigen festen Punktes in Bezug auf die 
Kegelschnitte des Büschels) und dieses Strahlbüschel auf die 
von ^ beschriebene gerade Punktreihe projektiv beziehen. 
Dies vorausgeschickt nehmen wir auf der Geraden g = | 2[SS | 
einen beliebigen Pimkt ^ und nennen die Polaren von % nach 

* Yergl. H. Schröter; „Zur Konstruktion eines äquianhar- 
raoniEchen Systems" (Math. Annalen, Bd. X S. 240). 

** Siehe A.Milinowski; nZurBjnthetiBclienBehaiidluiigderebenen 
Kurven dritter Ordnung" (Schlümilcha Zeitschrift für Math, u, Phys,, 
21. Jahrg. S. 127 flg.). 
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welche ein Strahlbüachel bilden, projektiv mit dem Kegel- 
schnittbüsehel SI'^', SS'^', E'^*, $"'. Nennen wir andererseits 
die Polaren der Punkte 

31, S8, e, ^ 

nach dem Kegelschnitt SJ'^' bcK. 

a, b', c', p', 
ao bilden auch diese ein Strahlbüschel, projektiv mit der 
Punktreihe 31, SS, E, 3ß. Da nun Punktreihe und Kegel- 
schnittbüsehel selbst projektiv zueinander sind, so folgt 

(abcp) 7\ (ab'c'p'); 
es ist aber nach unserem fundamentalen Satze § 21, i 

b -b', c^ c', 
folglich ist auch 

d. h.: 

Die Polare von 3t nach $'^> ist identisch mit 
der Polare von ^ nach W^K 

Nehmen wir weiter zwei beliebige Punkte ^ und D 
der Geraden g und nennen ihre konischen Polaren ?p'^i und 
D'-', so werden die Polaren von 5ß nach 

W\ S5<*), S<% ^t-^', Ol^s 
bez, 

a, b, c, p, q 

ein Strahlbüschel bilden, weiches mit dem Kegelschnitt- 
büschel St'^'SB'^'S'-'^'^'O"' projektiv ist, imd die Polaren 
der Punkte 

%, % e, ^, a 

nach $<^' bez. 

«', b', c'i p, <i' 

werden ein Strahlbüschel bilden, welches mit der Punkfc- 
reihe SISSE^D projektiv ist. Da nun Punktreihe imd Kegel- 
schnittbüschel selbst projektiv zueinander sind, so folgt 
{abcpq) A (a'6'c'^g'). 
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Nacli dem vorigen Satze ist aber 

a ^- a\ b = h', c ^ c', 
folglicii muB auch 

1 "■■'- 9' 
sein, d. h.: 

Die Polare von ^ nach D*^> ist identisch mit 
der Polare von O nach ^'*'. 

Nehmen wir einen beliebigen Punkt ^ in der Ebene 
und ziehen durch ihn eine Gerade g, welche der C^' in den 
Punkten 5t, S,© begegnet, wählen sodann einen beliebigen 
Punkt K der C-^^ aus und konstruieren die konischen Polaren 
3l'%SS<^', e<%*|J<^>,3E'% so gehören 

W\ S<% Si^>, ^"' 
einem Büschel von Kegelschnitten an, in Benug auf welche 
die Polaren von 2E seien 

a, fc, c, p, 

die ein Strahl biischel bilden, projektiv mit dem Kegel- 
schnittbüschel ?(("©<'''««>$<''. 
Nehmen wir andererseits von 

31, S, S, ^ 
die Polaren nach 3i<^> bez. 

«', h', c', p\ 
so bilden diese ein Strahlbüschel, projektiv mit der Punkt- 
reihe SISU^. Da aber Kegelachnittbüschel und Punktreibe 
selbst projektiv zueinander sind, so folgt 

(ahcj)) A {a'h'c'p'); 
es ist aber nach dem Fundamentalsatz (§ 21, 1) 

a = a', h = b', c ir-.-r: c', 
folglich ist auch 

d. h.: 

Die Polare von X nach «ß«'» ist identisch mit der 
Polare von ^ nach ?i'-'\ 

Halten wir jetzt den Punkt ^ fest, ziehen aber durch 
ihn eine andere Gerade g., welche der Kurve (7'" in den 
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Punkten Stj, SS,, ©, begegnet, so könnte die konische Polare 
von ^ in gleicher Weise für diese Gerade j/, konstruiert, 
mÖgliclier weise ein anderer Kegelsclinitt ^j werden. Die 
Polare von 3£ nach ^, müßte aber wieder identisch werden 
mit der Polare von ^ nach X'-^*, und da diese ungeUndert. 
bleibt, so müßte 3£ dieselbe Polare haben für beide ver- 
schieden angenommene Kegelschnitte 3|J'^' und ^ß,". Dies 
gilt aber für jeden Punkt 3£ der C^', was nicht anders mög- 
lich ist, als wenn die Kegelschnitte 5ß"> und ^J^' selbst 
identisch sind. Wir haben also den Satz gefunden: 

Für alle durch einen Punkt 5ß in der Ebene ge- 
zogenen Strahlen g, q^, g^ .. . , welche in den Punkte- 
tripeln ?tSB6, SI^«,®,, ^t^^^S^, . . . der C<ä> begegnen, 
ist die in der oben angedeuteten Weise konstruierte 
konische Polare immer ein und derselbe Kegel- 
schnitt ^'^'. Die konische Polare ^1« des beliebigen 
Punktes ^ in der Ebene ist also unabhängig von 
dem durch ^ gezogenen Strahle ;; =^ j 31SSS '. 

3. Die konische Polare 9ß<*> eines Punktes ^ in der 
Ebene ist vollständig bestimmt, sobald es durch ^ eine 
Gerade g gißbt, welche der C' in drei reellen Punkten 
91, SB, ® begegnet. Ob es aber durch einen willkürlich in 
der Ebene angenommenen Punkt ^ immer solche Gerade </ 
giebt, bleibt dahingestellt. Wir können uns vermittelst des 
vorigen Satzes in folgender Weise helfen: 

Nehmen wir drei beliebige Punkte 5(, i8, K der C^', 
die nicht auf einer Geraden liegen, und konstruieren die 
drei konischen Polaren 

w-'\ m<% e«>, 

so ist, wie ^ir wissen, die Polare von 

^ nach a(ä' identisch mit der von ^it nach ^'■'\ 
$ „ ®"' „ ;, „ >, ^ „ ''?'% 

^«' ^"" a die Polare von ^^i nach W>, 
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so sind mit 5ß aueh. a, b, c gegeben und für den zu suchen- 
den Kegel schnitt ^*^' müssen 

91 und a, 33 und h, ® und c 
Pole und Polaren sein, wodurch ^'^' schon mehr als be- 
stimmt ist (Th. d. Keg. S. 433). 

Wir erreichen dasselbe Ziel auch auf folgende Art: 
Nehmen wir drei beliebige Gerade {/,, g^, y^, die nicht 
durch denselben Punkt gehen, aber die Eigenschaft besitzen; 
daß jede der C'" in drei reellen Punkten begegnet 

Bestimmen wir von diesen neun reellen Punkten die ko- 
nischen Polaren 

al"', ssf, sf, %f\ ^f\ sf , %'^\ sf , ef 

und ziehen durch den gegebenen Punkt ^ eine beliebige 
Cferade <j, welche ^,, g^, g^ in den Punkten ^t, ^g, ^3 triÜt, 
dann müssen die' konischen Polaren dieser drei Punkte 



drei Kegelschnitte sein, die einem Büschel angehören und 
projektiv entsprechen den Punkten $1, ?|Jg, ^g der geraden 
Punktreihe auf g. Ans diesem Büscbe! nehmen wir jetzt 
den einzigen völlig bestimmten Kegelschnitt %'-^^, welcher 
der Projektivität genügt 

und dadurch gefunden ist. 

Die vorige Behauptung, auf welche wir ims stützen, 
daß ^f, 9ßf', ^f einem Kegelscbnittbüschel angehören, 
ergiebt sich nämlich so: 

Da die konische Polare ^'^J eines Punktes ^ unabhängig 
von der durih ^ gezogenen Geraden g ist, so gilt der fun- 
damentale Satz, welcher früher nur für zwei Punkte $ und 
D einer Geraden g erhärtet war, die in den reellen Punkten 
%, 93, 6 die C'^' schneidet, jetzt allgemein; 
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Sind irgend zwei Punkte 5ß und D in der Ebene 
gegeben und ^^% Q'^' ihre koniachen Polaren, so 
isb die Polare von ^ nach O'^* identisch mit der 
Polare von D nach ^'^'. 

Nehmen wir nun drei Punkte ^j, ^^^, ''i^^ auf einer 
beliebigen Geraden g irgendwie an und sind ihre konischen 
Polaren ^f', ^f\ ^f ; ist ferner Cl ein beliebiger Punkt 
der Ebene und C'' seine konische Polare, so wird die Po- 
lare von 

?[J, nach SU'"* identisch mit f!er von O nach ^^ , 

% „ a*'' . „ „ „ a .. %T, 
% „ £1'" „ „ „ „ ^ „ *.'"; 

seien diese drei Geraden i\, m, p^, so schneiden sie sich als 
Polaren von drei Punkten einer Geraden <j in Bezug auf 
denselben Kegelschnitt D'^' in einem Punkte, und dalier haben 
auch die drei Kegelschnitte %f\ ?|äf , ^f' die Eigenschaft, 
da[5 für jeden Punkt D in der Ebene seine drei Polaren sich 
in .einem Punkte schneiden; daraus folgt aber, daU die drei 
Kegelschnitte 9|jf' , ^j^', ^"' einem Büschel angehören müssen. 
Wir können also jetzt den Satz allgemein aussprechen: 
Die konischen Polaren zu sämtlichen Punkten 
^ einer beliebigen Geraden g bilden ein Kegel- 
schnittbüsehel mit denselben vier reellen oder 
paarweise konjugiert-imaginären Grundpunkten. 

4. Wir nennen die vier Grundpunkte dieses zu der Ge- 
raden g gehörigen Kegelschnittbüschels die Pole der Ge- 
raden g rückaichtlicb der C<", und können mit dieser Be- 
zeichnung den vorhin bewiesenen Satz (2.), welcher die 
Unabhängigkeit der konischen Polare ^'^' des Punktes ^ 
von der durch ?ß gezogenen Geraden g ausspricht, so for- 
mulieren : 

Für alle Geraden g, die durch einen und den- 
selben Punkt ^ gehen, liegen die je vier Pole rück- 
sichtlich der 6'**' auf einem und demselben Kegel- 
schnitt, nämlich auf der konischen Polare 9ß<« des 
Punktes % 
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Fallen insbesondere von den Schnittpunkten %, Si, ß 
einer durch ^ gezogenen Geraden g zwei ; 



d. h. wird der durch ^ gezogene Strahl g eine Tangente 
der C", 80 fällt von iliren vier Polen offenbar einer nach 
58 = S, denn der Kegelschnitt 9(<*' geht durch St^, welcher 
Punkt in diesem Falle mit S und E zusammenfällt, und 
der Kegelschnitt SS'^' geht auch durch SB, folglieh geht auch 
die konische Polare 9ß<^' durch jeden Berührungspunkt einer 
aus $ an die 6'<^' gelegten Tangente, und da der Kegel- 
schnitt ^<^' die C<^' im allgemeinen in sechs Punkten schnei- 
det, so erhalten vfir den Satz: 

Aus einem beliebigen Punkte ^ der Ebene gehen 
im allgemeinen sechs Tangenten an die C^*; ihre 
sechs Berührungspunkte liegen auf einem Kegel- 
schnitt ?ß'% der konischen Polare des Punktes ?ß. 

Liegt der Punkt iß insbesondere auf der C"^' selbst, so 
fallen zwei von den sechs Tangenten in die eine Tangente 
für $ selbst hinein und es bleiben nur noch vier weitere 
Tangenten übrig, was der friihere von uns erörterte Fall ist. 

4$ 33. Die konischen und die geraden Polaren rück* 
sichtlich der C<^'> von den Punkten der Ebene. 

1. Wir haben gesehen, daß zu jedem Pvmkte '$ der 
Ebene ein bestimmter Kegelschnitt ^'^^' gehört, seine ko- 
nische Polare rüeksichtlieh der C*^', die reell konstruiert 
werden kann. Nehmen wir von demselben Punkte $ die 
gewöhnliche Polare in Bezug auf den Kegelschnitt 5|i<^' und 
ise Gerade 



die gerade Polare von '^ rücksichtlich der C'" oder die 
zweite Polare des Punktes ^, so stehen diese drei zu- 
sammengehörigen Elemente 

in enger Verbindung miteinander, die wir jetzt näher unter- 
suchen wollen. Liegt $ insbesondere auf der C<^' selbst, 
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SO ist seine gerade Polare p die Tangente in ?|J an 
der C^'^K 

Nehmen wir auf der Geraden p einen beliebigen Punkt 
O au, dessen koniscbe Polare Q'^' sei, dann sind offenbar 
^ und D konjugierte Punkte rück sichtlich des Kegelschnitts 
''^''^\ also muß die Polare von D nach $'^> durch ^ gehen. 
Nach dem Fundamentalsatz (§ 22, s) ist aber die Polare von 
$ nach D^^' identisch mit der Polare von £1 nach 5)3'^', also 
muß auch die Polare von ^ nach Q'^' durch ?ß gehen; wenn 
aber die Polare von $ nach 0*^' durch 5ß selbst geht, so 
muß 5p ein Punkt des Kegelschnitts D'*' sein und die Polare 
von 5ß die Tangente an Q'^' in diesem Punkte, also gilt 
der Satz: 

Wird auf der geraden Polare p eines beliebigen 
Punktes ?ß rücksiehtlich der C<^' irgend ein Punkt 
angenommen, so geht seine konische Polare £l<-^ 
allemal durch den anfänglichen Punkt ^. 

Nehmen wir andererseits auf der konischen Polare Sß'-' 
eines Punktes ^ einen beliebigen Punkt £l an, dessen ko- 
nische Polare D'^' sei, dann wird, weil D auf ?ß<^' Hegt, 
die Polare von D nach 5ß'^' durch D selbst gehen, nämlich 
die Tangente in O am Kegelschnitt ^'^' sein. Da aber die 
Polare von D nach ^<^^ identisch ist mit der Polare von 
^$ nach Q<^>, so liegt O auch auf der Polare von Sß nach D'^'. 
Die Punkte Sp und Q sind daher konjugierte Punkte für 
den Kegelschnitt 0'^*, also muß 9ß auf der Polare von Q 
nach D'^', d. h. auf der geraden Polare q liegen, und wir 
erhalten den Satz: 

Wird auf der konischen Polare 5|i<^i eines belie- 
bigen Punktes '^ rüeksiehtlich der C" irgend ein 
Punkt D angenommen, so gebt die gerade Polare q 
desselben allemal durch den anfängliehen Punkt $. 
Hiernach läßt sich zu einer gegebenen konischen Polare 
^<^' derjenige Punkt Sß ermitteln, dessen koniscbe Polare 
die gegebene ist; wir brauchen nur auf ^<^' zwei beliebige 
Punkte C und 0' anzunehmen und deren gerade Polaren, 
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q und q' 7m konstruieren, um ihren Schnittpunkt ($a') ™ ^ 
zu finflen. 

Wir können den vorletzten Satz üueli umkehren: 
Nehmen wir auf einer Geraden p zwei Punkte iQ und 
EÜ, an, so müsMen ihre konischen Pohiren Q'^' und Q[^' 
duruh denjenigen Punkt gehen, dessen gerade Polare p ist. 
Da sieh ater diu beiden Kegelschnitte Cl'^' und O,' im all- 
gemeinen in vier Punkten ^^, ^j, ^j, ^g schneiden, so muß 
für jeden derselben p die gerade Polare sein; wir schließen 
also: 



beliebis 



dor Ebe 



( Eigenschaft, daß für jeden ihrer viei 
rade Polare diese Gerade p ist. 
2. Gehen wir von drei beliebigen Punkten 



Pole di( 



der Ebene aus, die nicht auf einer Geraden liegen, und 
bestimmen die konischen Polaren derselben 



nehmen sodann einen beliebigen vierten Punkt X der Ebene 

und seine konische Polare X*'', so werden die beiden Geraden 

1X^1 1 und l^,5pj 

sich in einem Punkte ^ schneiden, dessen konische Polare 
g'^* sowohl dem Kegelachnittbüschel ungebört, welches durch 
die beiden Kegelschnitte 5ß^ und S'^' bestimmt wird, als 
auch dem Kegel seh nittbüschel, welches durch die beiden 
Kegelschnitte ^*^' und '^f^ bestimmt wird, weil die drei 
konischen Polaren von drei Punkten einer Geraden immer 
einem Kegelschnittbüschel angehören (§ 22, 4). Wir können 
demnach zu dem Kegelschnitt 3t '^> so gelangen von den drei 
gegebenen Kegelschnitten ans 



daß wir aus dem Büschel [5j3g $g ] einen beliebigen Kegel- 
schnitt ^<^' herausnehmen, ihn mit ^ß,"' zur Bildung eines 
neuen veränderlichen Kegels chnittbüscliels [${^ ?)*^'] znsam- 
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inenstellen und aus diesem Büschel den Kegelschnitt S'*' 
herausnehmen. 

Ans dieser Bildungsweise erkennen wir nach § 7 : 
Die konischen Polaren zu sämtlichen Punkten 
der Ebene bilden ein Kegelschnittnetz, die koni- 
schen Polaren zu den Punkten einer Geraden ein 
Kegelsehnittbüscbel, welches dem Netze angehört, 
und je zwei Kegelschnittbüsehel des Netzes haben 
einen gemeinschaftlichen Kegelschnitt, nämlich die 
konische Polare desjenigen Punktes, in welchem 
sieh die beiden Geraden schneiden, deren Punkte 
die Kegelschnitte der beiden Büschel zu konischen 
Polaren haben. 

3. Wenn wir von allen Punkten D einer Geraden p 
die konischen Polaren Q*"' aufsuchen, so bilden dieselben, 
wie wir wissen, ein Kegelschnittbüsehel mit vier Grund- 
punkten. In diesem Kegelachnittbüsehe! giebt es im allge- 
meinen drei Linienpaare; suchen wir insbesondere diejenigen 
drei ausgezeichneten Punkte der Geraden p 

auf, deren konische Polaren in Linienpaare ausarten, und 
bezeichnen diese Linienpaare 

Bf -[!.;;], of-[i,ij], öf-iAiy. 

Die Doppelpunkte (Schnittpunkte) der drei Linienpaa.re 
seien ., ,i, ,, i,\ ,i ,i\ 

und bilden ein gemeinsames Polardreieck (selbstkonjugiertes 
Dreieck) für alle Kegelschnitte des Büschels. 

Da nun nach unserm Fundamentalsatz die Polare von 
Qj nach dem Kegelschnitt [^/g] identisch ist mit der Polare 
von Oj nach dem Kegelschnitt [IJi], die erstere aber durch 
den Punkt q^, die letztere durch den Punkt i^^ gehen muß, 
so ist sie die Verbindur^slinie ■ Qi^äi, und es müssen daher 
die vier Strahlen 

l^ilali ^AU hl K ^'^'' harmonische Strahlen, 

I OsQ. ', i ftiCtj'i, l,, l\ vier harmonische Strahlen sein. 
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Femer bilden die Punkte q,, q^, <\^ das Diagonaidreiecli 
des vollständigen Vierecks, dessen drei Seitenpaare l,l[, 
hK) 's''! sind; folglicl, muß der vierte harmonische Strahl 
zu l^Vy und der Diagonale ■ Hi^al, letzterer zugeordnet, durch 
q, gehen, also müssen 

•In %, CL, 
auf einer Geraden liegen, ebenso 

%- %, ^i 
auf einer Geraden, und in gleicher Weise erkennen wir, 
dali auch 

fli, <^i, Ö3 
auf einer Geraden liegen müssen; da nun aber auch D,, Dj, O;, 
auf der Geraden p liegen, so bilden diese drei Punktepaare 
^ilii ^älaj ^a'la "üß ''"^si P'^*^ Gegenecken eines vollstän- 
digen Vierseits, und die gesuchten Punkte Dj, iD^, D3 sind 
dadurch gefunden als die drei Durch Schnitts punkte der Ge- 
raden p mit den drei Seiten des Diagonaldreiecks q^, q^, q^, 
welches das gemeinsame Polar dreieck des Kegels cbnitt- 
büschels ist, gebildet von den konischen Polaren der Punkte 
von p. 

Wir sprechen denigemiiH folgenden Satz aus: 
Diejenigen drei Punkte einer Geraden, deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, bilden 
mit den drei Doppelpunkten der drei Linienpaare 
die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits, in- 
dem je zwei der letzteren mit einem der ersteren 
auf je einer Geraden Hegen. Die zu einem solchen 
Punkte der Geraden zugehörige Gegenecke des 
vollständigen Vierseits ist der Doppelpunkt der 
ausgearteten konischen Polare. 

Oder wir können uns auch so ausdrücken; 
Die drei Diagonalen des von den vier Polen 
einer Geraden p gebildeten vollständigen Vierecks 
treffen diese Gerade p in aolchen drei Punkten 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten. 
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Wir bemerken noch, weil 

Tier harmonische Strahlen siiid und 

ist, folgt der Satz: 

Die drei besonderen Punkte Qi, Q^, Da auf der 
Geraden p, deren konische Polaren in Linienpaare 
hKj 's^äi hK zerfallen, liegen derartig auf dieser 
Geraden p, daß 

Q^Clj durch das Linienpaar ^i^j, 

a,D, „ „ „ j^ii 

harmonisch gctiennt werden. 

4. Wir suchen jetzt umgekehrt ku den Punkten q, , q^, 0,^, 
den Doppelpunkten der drei in Linienpaare ausgearteten 
konischen Polaren, selbst ihre konischen Polaren 

qf, qf', C 
auf. Da die gerade Polare von Q^, d.h. die Polare von d; 
riicksichtlich des Linienpaares l^l[ durch qj geht, so muß 
die konische Polare qj^' durch den Punkt C, geben (1.); 
ferner sind c\^ und jq^q^j Pol und Polare für alle Kegel- 
schnitte des Büschels von konischen Polaren sämtlicher 
Punkte C der Geraden p. Nun ist nach unserem Funda- 
mentalsat^ die Polare von Q nach qj^' identisch mit der 
Polare von q, nach D<^', d. h. mit der Geraden | qä^^a^i 1 "= 3ij 
also muß der noch unbekannte, durch Q^ gehende Kegel- 
schnitt q| die Eigenschaft besitzen, daß für alle Punkte O 
der durch Dj gehenden Geraden p die Polaren in eine und 
dieselbe Gerade g, zusammenfallen. Dies ist nicht anders 
möglich, als wenn der Kegelschnitt q, in ein Linienpaar 
ausartet, welches in Dj seinen Doppelpunkt hat und har- 
monisch getrennt wird durch die Geraden p und 5,. Wir 
haben also das Resultat gewonnen; 

Wenn die konische Polare eines Punktes Q, in 
ein Linienpaar ausartet, dessen Doppelpunkt q^ ist, 
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80 muß aucli die konische Polare von c\^ in ein 
Linienpaar ausarten, i^essen Doppelpunkt £1, ist. 

Da nun die sämtliclien konischen Polaren 3£'^' aller 
Punkte Ä der Ebene ein Kegelschnittnetz bilden (2.) und 
die Doppelpunkte der in Linienpaare ausartenden Kegel- 
schnitte eines Netzes auf einer Kurve dritter Ordnung lie- 
gen {§ 5, 4), so folgt: 

Diejenigen Punkte in der Ebene einer C^', deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, sowie 
auch die Doppelpunkte dieser Linienpaare liegen 
sämtlich auf einer neuen Kurve dritter Ordnung 
.fftai^ vpelche die Hessesche Kurve von der gegebenen 
C(3> genannt wird. 

Die umgekehrte Aufgabe, wenn ein Netz von Kegel- 
schnitten gegeben ist, zu jedem derselben denjenigen Punkt 
zu finden, dessen konische Polare er sein soll, d. h. ein 
gegebenes Kegelschnittnetz als ein Netz konischer 
Polaren herzustellen, wird so gelöst: 

Wir dürfen drei in Linienpaare ausgeartete Kegelschnitte 
des Netzes 

[liK'\-K\ UA'i-K^ lhVj=K'> 
welche nicht die drei Seitenpaare eines und desselben voll- 
ständigen Vierecks sind, als zur Bestimmung des Netzes 
notwendig und hinreichend, willkürlich annehmen. Es würden 
dann die drei Punkte 9(, , Stj, %^ zu ermitteln sein, deren 
konische Polaren die gegebenen Linienpaare 3lf^\ 2t^^\ 9t"' 
sind. 

Bezeichnen wir die Schnittpunlite 

('i'D-iii, (iA)~«i> CO -»3, 

die VerbindungsliDien 

|i>i0.1 -»1, l«s«il -%. l»i"!l - h, 
die vierten harmoniachen Strahlen s[ t[ , 3^t^, sj i^ : 

fti!s,s;)--], (i,i;s,ä;)--i, (i,i;s,s;)--i, 
«'!%*;)--!, ft!;si'D--i, GsiJs,i;)--i, 

so muß, wie wir wissen, die Polare von %^ nach %f^ iden- 
tisch sein mit der Polare von 31^ nach Sl,*^'- sie geht aber 
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notwendig, weil beide Kegelschnitte Linienpaaie sind, so- 
wohl durch Qj als auch durch a,, ist folglieh die Gerade 3^ 
und ihr Pol nach 91^ , d. h, der Punkt SC, liegt auf der 
vierten Harmonisehen s'^, ihr Pol nach "üf* liegt auf der 
vierten Harmonischen t'^ , also 

?t, liegt auf sl , % liegt auf t', ; 
ebenso folgt: 

% liegt auf s[ , 21, liegt auf i[ , 

folglich sind die drei Punkte 

gefunden. 

Wir können jetzt zu jedem beliebigen Kegelschnitt des 
Netzes S£<^' denjenigen Punkt 3: finden, dessen konische Po- 
lare f£ ist; da die Polare von 3Ii nach 3£'^' bekannt ist und 
identisch mit der Polare von X nach 2t^ , so ist ihr Pol H 
nach dem bekannten Kegelschnitt %^ auf der vierten har- 
monischen zu der bekannten Geraden rüeksichtlich des Linien- 
paares l^l[ gelegen, ebenso für 9lf' ; der Durehachnittspunkt 
beider vierten Harmonischen ist also der gesuchte Pol 'S.. 

Auch umgekehrt läßt sich zu jedem Punkte 3t' die ko- 
nische Polare X*^' aus dem Netze herstellen. 

(Vergl. die von Cremona in der Abhandhmg: „Sopra 
alcune questioni nella teoria dellc curve piane" [Annali di 
Matematica pura ed applicata tom. VII N. 4J gegebene Lö- 
sung dieses Problems.) 

"Wollen wir die Punkte der i<'unda mental kurve C'^' er- 
mitteln, für welche das gegebene Kegelschnittnetz das Netz 
der konischen Polaren ist, so werden wir für irgend ein in 
dem Netze enthaltenes Büschel von Kegelschnitten die Punkte 
bestimmen, deren konische Polaren die Kegelschnitte des 
Büschels sind. Diese Punkte liegen auf einer Geraden () 
und bilden eine gerade Punktreihe, die projektiv ist mit dem 
Kegelschnittbüschel. Die drei incidenteu Elemente der beiden 
projektiven Gebilde auf der Geraden g sind die drei Punkte 
der Fundamentalkurve C'"> auf dieser Geraden. 
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ö. Wir erkennen leicht, daß für die Hessesche Kurve 
if' die Punktepaare Qj und cii, O^ und (\2, Qj und C|g 
konjugierte Punkte in dem früheren Sinne sind {§ 2, 5), denn 
q, und I fläfls^i I ^"^"^ ^'^^ "^'"^ Polare für das ganze Büschel 
von Kegelschnitten, welches dem Netze iingehÖrt und aus 
den konischen Polai'en der Funkte von der Geraden j! be- 
steht; femer geht die Polare von C)i in Bezug auf den dem 
Netze angehörenden Kegelschnitt g<^', der in ein Linienpaar 
mit dem Doppelpunkt O^ ausartet, auch durch den Punkt 
Dl, also sind q, und D, konjugierte Punkte für drei nicht 
demselben Büschel angehörende Kegelschnitte des Netzes, 
mithin für sämtliche Kegelschnitte desselben, d. h. konju- 
gierte Punkte für die //'"', Wir können also dem vorigen 
dies nene llesultat hinzufügen: 

Wenn für einen Punkt D, in der Ebene der 6'1^> 
die konische Polare in ein Linienpaar mit dem 
Doppelpunkt Cf^ ausartet, so sind d, und qj ein Paar 
konjugierter Punkte der Hesseachen Kurve £('^>, 
welche von sämtlichen Punkten O, und C|, erfüllt 
wird. 

Aus einem Paar konjugierter Punkte der W-^' lassen 
sich in bekannter Weise unendlich viele weitere Paare der- 
selben ableiten. Für jedes solche Paar gilt nun auch der 
umgekehrte Satz; 

Jedes Paar konjugierter Punkte der H"** besitzt 
die Eigenschaft, daß der eine dieser Punkte zur 
konischen Polare rücksichtlieh der C-" ein Linien- 
paar hat, dessen Doppelpunkt der andere ist. 

6, Diejenigen besonderen Punkte der Kurve C'^\ deren 
konische Polaren in Linienpaare ausarten, müssen nach dem 
Vorigen gleichzeitig auf der Kurve /f ' liegen, also die 
Durchschnittspunkte der beiden Kurven 0^> und Ä*" sein, deren 
Anzahl im allgemeinen neun ist. Diese Punkte haben eine 
besondere Eigentümlichkeit. Nennen wir 28 einen solchen 
Punkt der C^', dessen konische Polare in ein Linienpaar 
zerfällt, so muß die Tangente % der C"' im Punkte SB, 
weil sie auch die konische Polare in SB berührt, entweder 
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ein Teil derselben sein, oder ^ muß der Doppelpunkt dea 
Linienpaares sein, in welches SB<^* ausartet. Letzteres ist 
aber niclit der Fall, denn jeder durch den Doppelpunkt des 
Liuieupaares gehende Strahl kann keinen weiteren Punkt 
desselben enthalten. Durch 2ß gehen aber offenbar unend- 
lich viele Strahlen, welche noch andere Punkte von SS'^> 
enthalten; also muß % ein Teil dea Linien ji aar ea sein, und 
alle übrigen Punkte von 2S'^' müssen auf dem andern Teil 
des Linienpaares, d. h. auf einer Geraden liegen. Nennen 
wir diese Gerade tv, dann ist die konische Polare 

Die Gerade w schneidet nun im allgemeinen die C' in 
den drei Punkten tt)^, lUg, toj; der Punkt 2Ö sfendet aber im 
allgemeinen ein Tangenten quadrupel au die C^', von dem 
j 3Blö, I, ! 3ÖWä I, i SßlDj I drei Tangenten sind, die vierte muß 
daher ihren Berührungspunkt auf (ibj, dem andern Teile des 
Liuieupaares haben; t^ berührt C^' selbst in Sß; der dritte 
Schnittpunkt von tm kann nicht von 9B verschieden sein, 
denn sonst müßte, wenn er SS' wäre, | 333B' | auch Tangente 
in SßJ' sein, also % Doppeltangeute, was widersinnig ist; 
es muß also 2B' in SS hineinfallen, folglich tm eine Wende- 
taugente sein, welche die C*^' in drei zusammenfallenden 
Punkten SB schneidet, und SB selbst ein Wendepimkt der C<^>. 
Wir haben also dies Ergebnis: 

Wenn für einen Punkt SS der C'S' die konische 
Polare in ein Linienpaar ausarten soll, so muß 2Ö 
ein Wendepunkt der C^^^ sein; seine konische Polare 
zerfällt alsdann in zwei Gerade, von denen eine die 
Wendetangente (jg ist und die andere w die harmo- 
nische Polare des Wendepunktes genannt wird, 
niimlieh der Ort der vierten harmonischen Punkte 
auf allen durch 2B gezogeneu Strahlen zu 9B zu- 
geordnet, rücksichtlich des übrigen Paares von 
Schnittpunkten mit der C"l 

Aus dem vorigen Resultat folgt somit; 
Eine gegebene Kurve C-^' wird von ihrer Hesse* 
sehen Kurve H'-^' (d, h. dem Ort der Doppelpunkte 
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aller iüLiiiienpaare ausgearteten konischen Polaren 
für die C'^O in den Wendepunkten der C'^i durch- 
schnitten. 

Da für den Wendepunkt 2S die konische Polare in das 
Linieupaar zerfällt, dessen einer Teil t^ (die Wendetangente) 
lind dessen R-nderer Teil die Gerade w (die harmonisclie Po- 
lare des Wendepunktes) ist, so wird der Schnittpunkt 

{ha, w-) - ^i 
der Doppelpunkt dieses Linienpaares sein also lULh ein 
Punkt der JT"> sein, und zwar smd (nach 5) S und Bi 
konjugierte Punkte für die II'-^'> Es muli diso auch die 
konische Polare von 30, in ein Lmienpaar zerfallen, dessen 
Doppelpunkt 23 ist. Die Verbindungslinie [ ÜSSJ, | wiid nun 
die .H*^' noch in einem dritten Punkt*, S3 ichneideu, dessen 
konische Polare rücksichtlieh der C"'' m ein diittes Linien- 
paar zerfallen muß. Die beiden Linienpaiie tur 5Si und SB; 
bestimmen aber ein vollständiges Vieieck, tui dessen drittes 
Linieupaar der Doppelpunkt der konjugierte Punkt bezug- 
lich der ii'ä' zum Punkt SB^ ist. Dieses vollständige Vier- 
eck artet selbst aus, .indem das dritte Linienpaar mit dem 
Linienpaar, dessen Doppelpunkt 2Ö ist, zusammenfällt; also 
muß auch der konjugierte Punkt au 3Ö, d.h. der Punkt 2S, 
mit SSg zusammenfallen; mithin ist die Gerade | 3S3Bi | die 
Tangente an der /i"'^' im Punkte Sii,, wie sie die Tangente 
der C<=' im Punkte ffij ist. Für die Kurve ii«« ist mithin 
der Punkt SS gleichzeitig der Tan gentialp unkt und der kon- 
jugierte Punkt zu 3Bj, Wir haben nun in § 7, 5 gesehen, 
daß ein solcher Punkt einer Kurve dritter Ordnung, welcher 
der Tangenti alpunkt seines konjugierten Punktes ist, ein 
Wendepunkt der Kurve sein muß. Hieraus folgt, daß der 
Punkt Sffi zugleich ein Wendepunkt für die Kurve S<'> sein 
muß, wie er schon ein Wendepunkt für die C<^> ist; also: 

Die gegebene C> und ihre Hessesche iZ<^' sehnei- 
den sich in solchen neun Punkten, welche für jede 
derselben die Wendepunkte sind. 

Wir können die Heasesche Kurve J-i<^' wieder als eine 
eC,"' auffassen und dann von ihr die Hessesche Kurve 
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suchen ü. s. f., dann erhalten wir ein ganzes Büschel von 
Kurren dritter Ordnung, die sämtlich dieselben neun Grnnd- 
punkte haben (§ 11) und wir sehließen hieraus: 

Alle Kuryen dritter Ordnung, welche durch die 
neun Wendepunkte einer C'^' hindurchgehen, haben 
diese Punkte selbst zu ihren Wendepunkten, 

Wir kommen, auf ein solches Büschel von Kurven dritter 
Ordnung, welches ein syzygetisches Büschel genannt 
wird, noch hei späterer Gelegenheit zurück. 

§ 24. Die Polokoßiken von den Geraden in der Ebene 
rücksichtlich der C). 

1. Wir haben gesehen, daß zu jedem Punkte C in der 
Ebene nicht bloß eine konische Polare D'^', also ein Kegel- 
schnitt, sondern auch eine gerade Polare q, nämlich die 
Polare von Q nach C' gehört. 

Suchen wir jetzt zu allen Punkten D einer Geraden j) 
den von ihren geraden Polaren q umhüllten Ort auf. Da 
die zu den Punkten O der Geraden p gehörigen konischen 
Polaren O'^', wie wir wissen, ein Kegels chnittbüscbel bilden, 
welches projektiv ist mit der von D beschriebenen geraden 
Punktreihe auf dem Träger p, so nehmen wir auf f die Punkte 

O,, Oä, D3, ... 
an, bestimmen die konischen Polaren derselben 

Of , Clf , Clf, , , , 
welche einem Kegel Schnittbüschel angehören, und nennen 

die Polare von D, nach Dj die gerade Polare q^, 

. . . O. „ Of „ „ „ q, 

u. s. f. 

Ferner wissen wir, daß die Polaren irgend eines Punktes 

d in Bezug auf sämtliche Kegelschnitte eines Büschels durch 

einen festen Ptmkt (j laufen und ein einfaches Strahlbüsche! 

beschreiben, projektiv mit dem Kegelschnittbüschel. Wir 
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iiennen q den konjugierten Punkt y.u D rücksiehtlich des 
Kegelschnittbüscliels, weil D und c\ konjugierte Punkte fUr 
sämtliche Kegelschnitte des Büschels sind. Sei also 
der zu £l^ rücksichtl, des Kegel schnittbüschels konjug. Punkt q,, 

„ „ ci. .. . . % 

ü. s. f. 
Nennen wir ferner den Pol der Geraden ji 

rücksichtlich des Kegelschnitts D^ den Punkt pj, 

dann erfüllen die sämtlichen Punkte q,, q^, q,, ... uud 
Pij Väf Päi ■ ■ ■ eilten und denselben Kegelschnitt 

den Polarke gel schnitt der Geraden p rücksiehtlich des Kegel- 
. schnittbüschels der konischen Polaren. Denn nehmen wir 
von irgend zwei festgehaltenen Punkten D; und Dt der Ge- 
raden p die Polaren rücksichtlieh aller Kegelschnitte des 
Büschels, so erhalten wir zwei projektive Strahlbüschel mit 
den Mittelpunkten q; und q,, weil beide Strahlbüschel mit 
dem Kegelschnittbüschel projektiv sind. Der Schnittpunkt 
zweier entsprechender Strahlen dieser beiden projektiven 
Strahlbiischel ist aber ein Punkt p, der Pol von p = ] QiDi | 
in Bezug auf einen Kegelschnitt des Büschels; das Erzeugnis 
der beiden projektiven Strahlbüschel, d. h, der Ort der Punkte 
p ist ein Kegelschnitt p^-'*, welcher selbst durch q; und 
q^ geht, also auch durch sämtliche Punkte q,, qj, qj, . - -, 
wodurch die vorige Behauptung erwiesen ist. 

2. Nehmen wir nun von einem beliebigen Punkte D; 
der Geraden p die Polare in Bezug auf Sü^ , irgend einen 
. des Büschels der konischen Polaren, so muß 
I durch l^j. gehen, weil D,- auf p liegt; sie muß auch 
durch (\i gehen, weil q; der konjugierte Punkt zu D; rück- 
siehtlich aller Kegelschnitte des Büschels ist, also ist die 
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Polare von Di nach Ö^ die Verbindungalimu | ^ipic\, 
und insbesondere ist die 

Polare von Q; nach D) die Verbindungslinie | flip,-]. 
Da aber nach unserm Fnndamentalsatze die Polare voa 
0i naeb D^ identisch ist mit der Polare von Q^ nach D/ ; 
so muß I , I 

sein, und alle vier Punkte müssen auf derselben Geraden 
liegen; sie müssen aber auch, wie wir gesehen haben, alle 
vier auf dem Kegelschnitt j)(^> liegen, was nicht anders mög- 
lich ist, als wenn 

q,- ~: p,- 

c\t - V^. 
ist (denn solange D; und Dt verschieden angenommene Punkte 
sind, kann nicht q, mit q* identisch sein, auch nicht p( mit pj). 
Dies ergiebt folgenden Satz: 

Der Pol pi der Geraden p in Bezug auf einen 
Kegelschnitt DJ^' des Büschels der konischen Po- 
laren fällt zusammen mit demjenigen Punkt q,-, 
welcher der konjugierte Punkt zu D; ist rüeksieht- 
lich des Kegelschnittbüschels (während O'."' die ko- 
nische Polare zu D; ist). 

Da allgemein die Polare von D,- nach O^'^' immer die 
Gerade | q/pi| ist (oder j q(.|);|), vto q; imd pt beide auf dem 
Kegelschnitt p'^^ liegen, so wird, wenn wir Qj. in O. 
übergehen lassen, weil alsdann p; mit q; auaaramenfallt, die 
Gerade \'^l^:\ in die Tangente am Kegelschnitt p'-^^ im 
Punkte pi oder q; übergehen müssen, und wir gelangen zu 
dem Resultat: 

Die Polare q,- eines beliebigen Punktes Elj der 
Geraden p in Bezug auf die zugehörige konische 
Polare Df ist die Tangente am Kegelschnitt p'^' in 
demjenigen Punkte q;, welcher dem Punkte D; in 
Bezug auf das Büschel der konischen Polaren kon- 
jugiert ist und der zusammenfällt mit dem Pol der 
Geraden p in Bezug auf den Kegelschnitt £l. . 
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Wir schließen Heraus: 

Die geraden Polaren von sämtlichen Punkten 
einer geraden Linie p umhüllen einen Kegelschnitt 
j>'% welcher identisch ist mit dem Polarkegel- 
schnitt der Geraden p rücksichtlich des Kegel- 
schnittbügchels, gebildet von den konischen Polaren 
der Punkte von p. 

Diesen Kegelschnitt jp'^' nennt man die Polokonik 
der Geraden p, weil er alle Pole der Geraden p rücksieht- 
lieh des Büschels der konischen Polaren enthält. Die Polo- 
konik geht daher insbesondere durch ilie Ecken des gemein- 
samen P olar drei eck s für alle Kegelschnitte des Büschels. 
Sie geht femer durch die beiden besonderen Paukte der 
Geraden p, in welchen diese von zwei Kegelschnitten des 
Büschels berührt wird. 

3. Bezeichnen wir die beiden Punkte, in welchen die 
Gerade p von ihrer Polokonik getroffen mrd, durch 

Da und D^, 
so muß unter den Kegelschnitten des Büschels von konischen 
Polaren einer vorkommen, für den Q^ und p Pol und Polare 
sind, und da diese iucident sind, so muß er in Dg die p 
berühren; ein zweiter Kegelschnitt des Büschels wird in 
Dg die p berühren. Die Polare von Qj in Bezug auf den 
ersten Kegelschnitt ist p selbst, in Bezug auf den zweiten 
Kegelschnitt muß sie durch den Berührungspunkt Dg gehen; 
der Schnittpunkt heider ist also DJ, d. h. Q,, und D^ sind 
konjugierte Punkte in Bezug auf das Büschel sämtlicher 
konischen Polaren. Da nun nach dem in 2. bewiesenen 
Satze der zu Q,, konjugierte Punkt riicksichtlich des Büschels 
(d. h. der Punkt DJ) der Pol von p sein muß in Bezug auf 
die konische Polare Dj^', welche zu D^ geh'ört, so muß der 
Kegelschnitt des Büschels, welcher jj in DJ berührt, die 
konische Polare D^^' sein, also haben wir das Ergebnis: 

Wenn die Gerade p von ihrer Polokonik p'" in 
den beiden Punkten Dg und DJ getroffen wird, so 
berührt die konische Polare von Q.^ die Gerade p in 
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Qg und die koniseho Polare toh Q^ berührt, die p 

Die Eigenschaft, welche hier hei den beiden besonderen 
Punkten D^, und D^ der Polokonik hervortritt, nämlich daß 
ihre konischen Polaren die Gerade p berühren, gilt, wie 
leicht zu sehen ist, allgemein von jedem Punkte der Polo- 
konik, 

Sei nämlich c\i ein beliebiger Punkt,der Polokonik, näm- 
lich der konjugierte Punkt zu O,- rüeksichtlich des Büschels 
konischer Polaren, so ist q, identisch mit ();, dem Pol von 
p rücksichtlich der konischen Polare D;' und die Tangente 
in (\i {-z ti;) ist die gerade Polare qi von O,;. 

Um nun von dem Punkte q,- dio konische Pokre 



zu ermitteln, bemerken wir, daß nach dem Fundamentalsatz 
die Polare von C, nach <\. identisch sein muB mit der 
Polare von q; nach D"'; nun ist aber q; = pi und die Polare 
von p,- nach O; ' ist die Gerade jj), also ist p auch die Polare 
von Di nach c^f^. Der Kegelschnitt C]f^ muß aber durch 
Di hindurchgehen, weil q,- auf der geraden Polare qi liegt 
nach dem Satze in §23, i, folglich mußji die Tangente im Punkt 
Df für den Kegelschnitt qj^' sein, und wir erhalten den Satz: 

Die konischen Polaren q'' sämtlicher Punkte q; 
der Polokonik von p berühren diese Gerade p in 
denjenigen Punkten, welche zu q; die konjugierten 
sind rücksichtlich des Büschels konischer Polaren 
D*^', die zu den Punkten von j) gehören. 

Wir können uns auch so ausdrucken: 

Die Polokonik der Geraden j) ist der Ort aller 
derjenigen Punkte, deren konische Polaren die 
Gerade p berühren, 

4. Schneidet die Gerade p die d*' in den drei Punkten 
%, 58, ©, und sind die Tangenten der C'^> in diesen Punkten 
t^,H,h, so bilden diese ein Dreiseit ^I^SÖ^Sä (§21,l) S, 171, 
weichem die Polokonik p'^^ einbeschrieben ist. Die drei 
Berührungspunkte werden die konjugierten Punkte von 
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91, S, © sein riickaiehtlieh des Bilschels der konischeu Polai>>n 
Ton p, also diejenigen Punkte, welche in § 21, i mit a, i, c 
bezeichneb wurden, d. h. die vierten harmonischen Punkte 
zu Sl, 33, S zugeordnet rücksichtlich je zweier Ecken des 
Dreiseits ia'e*e- 

Insbesondere ist daher die Polokonik von g^ derjenige 
Kegelschnitt, welcher die Seiten des von den drei Asym- 
ptoten der C^> gebildeten Dreiseits in ihren Mitten berührt. 

Nehmen wir eine beliebige Gerade g in der Ebene und 
ihre Polokonik (7'^'', außerdem einen beliebigen Punkt $ und 
seine konische Polare ?|J'^', und möge die Gerade g den 
Kegelschnitt ^'-' in den Punkten 

Q und Q' 
treffen, so müssen nach g 21, 1 die geraden Polaren q und 
q' der Punkte O und 0' durch den Punkt 5ß gehen; diese 
geraden Polaren sind aber Tangenten der Polokonik g'''\ 
also sehen wir: 

Das Tangentenpaar aus irgend einem Punkte ^ 
an eine beliebige Polokonik g'-^> ist ein Paar von 
geraden Polaren derjenigen beiden Punkte, in wei- 
chen die Gerade g die tonische Polare ^'^' schneidet. 

Fallen insbesondere die beiden Punkte 0, — £l' zusammen, 
so müssen auch 3 = 3' zusammenfallen, also sehen wir: 

Berührt eine Gerade g irgend eine konische 
Polare 5ß'^' in %, so geht die Polokonik g'-'^'' durch 
den Punkt ?ß, dessen konische Polare ^'*> ist, und 
die Tangente t der Polokonik in $ ist die gerade 
Polare des Berührungspunktes %. 

b. Zei-fallt insbesondere die konische Polare O'"^' eines 
Punktes Q in ein Linienpaar {W] = D'^', dessen Doppel- 
punkt q sei, sodaß also O und q konjugierte Punkte der 
Hesseachen Kurve S'^' sind (§ 23,4,5), und nehmen wir 
für die vorhin g genannte Gerade eine der beiden l, V, z. B. 
l, so wird l eine Tangente der konischen Polare {ll'l = Q'" 
sein, deren Berührungspunkt unbestimmt wird, nämlich 
jeder Punkt von l sein kann. Die Polokonik von l muß 
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aber durch Q gehen und die geraden Polaren aller Punkte 
von l müssen in Q die Polokonik l'-^'' terühren. Dies ist 
nicht anders möglieh, als wenn V^'> selbst in ein Linienpaar 
zerialit, dessen Doppelpiinkt D ist, also: 

Wenn eine konische Polare Q'^' in ein Linien- 
paar IJ^ ausartet, so sind die Polokoniken !'^', l^ 
dieser beiden Greraden selbst Linienpaare mit dem 
gemeinsamen Doppelpunkt D, dessen konische Po- 
lare [ll^] ist. 

Aber auch umgekehrt, wenn die Polokonik einer Ge- 
raden l in ein Linienpaar ausartet, dessen Doppelpunkt O, 
ist, so müssen die geraden Polaren aller Punkte von l Tan- 
genten der Polokonik sein, also alle durch O geben, folglich 
muß auch nach § 23, i die konische Polare von O durch 
alle Punkte von l gehen, d. h, selbst in ein Linienpaar zer- 
fallen, dessen einer Teil l ist. Wir achließen also: 

Alle in Linienpaare ausartenden Polokoniken 
haben ihre Doppelpunkte auf der Hesseseben Kurve 
Zf<" der gegebenen C*. 

Wir bemerken schließlich noch, daß die Polokonik 
j'^* einer Geraden g, welche der C^' in den Punkten %, SS, 
© begegnet, durch die beiden Doppelpunkte D^ und d^ der- 
jenigen Punktinvolution auf g hindurchgeht, welche durch 
die Punktepsare ^^^ ^^^^ gg^ 

bestimmt wird (§ 21,3), die mit 91, SB,® ein äquianbarmo- 
nisches System bilden (s. d,). Also sind OoDJ konjugiert- 
imaginär, sobald 31, 58,(5 alle drei reell sind, dagegen reell, 
sobald einer der drei Punkte 9t, S8, E reell ist und die beiden 
andern konjugiert-imaginär sind. 

§ 25. Der die konische Polare begleitende 
Kegelschnitt. 

1. Wir haben in § 22,4 gesehen, daß aus einem Punkt 
^ in der Ebene im allgemeinen sechs Tangenten an die 
C^' gehen, deren Berührungspunkte auf einem Kegelschnitt, 
der konischen Polare $'^> des Punktes 5ß, liegen. 
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Eine solclie Tangente aus ^, welche in % berührt, 
muß der C-^' noch in einem dritten Punkte @ hegegnen und 
dieser dritte Schnittpunkt © kann auf folgende Weise ei- 
mittelt werden: 

Die konische Polare von ® muß bekanntlich durch © 
und durch % gehen, weil auch | @3!1 1 in ^ die C<^' berührt. 
Nennen wir diesen Kegelachnitt S'^', so muß nach dem 
Fundamentalsatze die Polare von ^ nach ©'-' identisch sein 
mit der Polare von © nach ^''"j nennen wir den Schnitt- 
punkt dieser Polare mit dem Strahle ] 5p@jE 1 den Punkt J, 
so ist er durch die Bedingung bestimmt 

{%®^i) = - 1; 
da nun auch die PoUre von @ nach ^'^' durch j gehen 
muß und ?ßf ' durch ^ geht, außerdem aber noch in einem 
zweiten Punkt X' von dem Strahle I^SS] getroffen wird, 
so muß auth 

sein. Hieraus folgt aber 

und da 

( a@iip)--i., 

ao folgt 
also 

Durch diese Bedingung ist der Punkt © vollständig 
bestimmt, denn ^ ist gegeben, % und %' sind die beiden 
Schnittpunkte der konischen Polare ^<^' mit dem Berührungs- 
strahl I '$% \ und © ist der dritte Schnittpunkt desselben 
mit der 6'<^', 

2. Der Punkt © ist nichts anderes, als der zu % zu- 
gehörige Tangentialpunkt, Nun gehen aus ^ im allgemeinen 
sechs Tangenten an die C<^l und ihre sechs Berührungs- 
punkte % haben daher aucb sechs Tangential punkte ©. 
"Wir liönnen aber anstatt der sechs Berührungspunkte X 
auf der konischen Polare $'^' sämtUche Punkte derselben 
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ins Äuge fassen und auf dem um den festgekaltenen Puukt 
^ gedrehten Strahle | ^X | allemal einen zugehörigen Punkt 
S aus der obigen Bedingung konstruieren. Dann wird, da 
der Strahl | '^% \ noch einen zweiten Punkt 2' der konischen 
Polare enthält, auf ihm auch noch ein zweiter Punkt ©' 
sich vorfinden, der durch die Bedingung bestimmt wird 

und der gesamte Ort der Punkte©,©' wird offenbar die Eigen- 
schaft haben, durch die sechs Tangentialpunkte der sechs 
Berührungspunkte von den Tangenten aus $ an die C ■" 
hindurchzugehen. Es wird sich zeigen, daß dieser Ort ein 
neuer Kegelschnitt ist, welcher der begleitende Kegel- 
schnitt der konischen Polare 5ß'^' genannt wird and zu 
diesem in naher Beziehung steht. 

Aus den beiden Bedingungen, durch welche © und ©' 
gefunden werden, ergiebt sich 

daher bestimmen die beiden Punktepaare 

%%' und ©@' 
eine Puuktinvolution, von welcher Sp ein Doppelpunkt sein 
muß; der andere Doppelpunkt dieser hyperbolischen Puukt- 
involution heiße p und liegt daher auf der Polare von ^ 
nach ?ß'^', weil 

(©©'^p) = -l 

sein muß. Wenn daher der Ort der Punkte ©, ©', wie wir 
sogleich sehen werden, ein Kegelschnitt ist, so müssen 
für ihn ^ und p konjugierte Punkte sein, ebenso wie für 
die konische Polare ^'^'. Von dieser Bemerkung werden 
wir später Gehrauch machen. 

3. "Wir stehen also jetzt vor der Aufgabe: 
Es sind ein Punkt ?ß und ein Kegelschnitt ^<*' gegeben; 
auf jedem durch 5|ä gezogenen Strahle, welcher in X und 
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%' dem Kegelschnitt begegnet, werden die Piinkti> © und 
©' durch die Bedingungen 

■bestimmt; es soll der Ort der Punkte ©. ©' ermittelt 
werden bei Drehung des Strahles um $. 

Zur Auflösung ziehen wir durch 5ß einen festen Strahl, 
welcher Sß'^' in den Punliten Xq, X^, treffe, und bestimmen die 
Punkte 'B^&t, durch die Bedingungen 

dann müssen sich wegen der Gleichheit der Doppel Verhältnisse 

\^o%\, IS^X'I, |©o©| 
in einem Punkte f schneiden, welcher offenbar auf der 
Polare p des Punktes ^ rücksicbtlieh ^<*> liegt. Mit der 
von dem Punkte 

E - (%,%, %i%") 

besehrfebenen geraden Punktreihe auf p liegt nun perspektiv 
das Strahlhüschel, welches der Strahl ] ©„© | bei der Drehung 
um den festen Punkt ©q beschreibt. 

Aus der Gleichheit der Doppel Verhältnisse 

folgt aber auch, daß sich die drei Strahlen 

m%\, \%o^'\, i®;@i 

in einem Punkte schneiden, und dieser Schnittpimkt 

IJ - (%'„%, %^%') 
beschreibt ebenfalls eine gerade Punktreibe auf derselben 
Geraden j), der Polare von ^ nach 5ßW. Mit dieser Punkt- 
reihe liegt das von | @g@ | beschriebene Strahlbüschel per- 
spektiv bei der Drehung um den festen Punkt S^. 

Die beiden von ;; und l) auf demselben Träger p be- 
schriebenen Punktreihen sind nun selbst projektiv (und 
involutorisch liegend), weil % und l) konjugierte Punkte sind 
rücksichtlieh des Kegelschnitts ^'^' und mit ?ß zusammen 
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allemal ein Tripel konjugierter Punkte ( Polard reiecli) für 
Sß'^> bilden; folglicli sind auch die von den Strahlen 

]©o©] und |©^@| 
beschriebenen Strahlbüsehel projektiv, und der Ort von © 
ist daher ein Kegelschnitt, weJcher durch die Mittelpunkte 
©o,©Q der beiden erzeugenden Strahlbüsehel selbst hindurch- 
geht. In gleicher Weise sehen wir, daß auch 

I ©„©' I und 1 ©i©' 1 

zwei projektive Strahlbüschel beschreiben, also einen Kegel- 
schnitt erzeugen, den der Punkt ©' durchläuft. Wir er- 
kennen aber auch leicht, daß diese beiden Kegelschnitte 
identisch sind. Denn wegen der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisse 

(2;X,$©,',) = (^'^$©') 
liegt der Punkt j auch auf dem Strahle j ©„©' |, und wegen 
der Gleichheit 

Ijpgt der Punkt t) auch auf dem Strahle | ©o©' j; da hiernach 
(©,©, ©;©')-£> 

(©;©, ©o@0 = 9 

ist, so folgt 

(®.i), s;e) - &. 

Wegen der involutori sehen Lage der beiden von ;; und 
^ beschriebenen projelttiven Punktreihen auf j) sind die Punkte 
j und 1) vertauschbar, also sind die von © und ©' be- 
schriebenen Orte identisch. 

Dies ist denn auch von vornherein ersichtlich, weil aus 
den beiden Bedingungen 

( X^'©'^J= l- 
folgt 

(XX'©'©)" ^- 
oder 
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Weil nun die beiden Punkte %, %' die Scliuittpuiikfce 
des durch ^ gezogenen Strahles mit der konischen Polare 
sind und durch Vertauschung derselben nur @ in ©' über- 
geht oder umgekehrt, müssen auch © und ©' denselben 
Kegelscimitt durchlaufen. 

Für diesen Kegelschnitt ©*^* ist das Dreieck S^^l) ein 
Poiardreieck (selhstkonjugiertes Dreieck) ebenso wie für den 
Kegelschnitt 5ß'^\ und da j und t) sieh auf der festen Ge- 
raden p bewegen und eine Ptinktinvolution beschreiben, die 
beiden Kegelschnitten gemeinschaftUch zugehört, so sehen 
wir, daß die beiden Kegelschnitte ©<^' und ^t^' eine 
doppelte Berührung haben, indem für sie gleichzeitig Sß 
und p Pol und Polare sind und die ihnen zugehörigen Punkt- 
und Strahleninvolutionen zusammenfallen. Wir können so- 
mit als Resultat der vorigen Untersuchung den Satz aus- 
sprechen : 

Aus einem Punkte Sß in der Ebene gehen im all- 
gemeinen sechs Tangenten an die G'^\ deren Be- 
rührungspunkte auf einem Kegelschnitt ?|J'->, der 
konischen Polare von $, liegen. Jede dieser sechs 
Tangenten schneidet die C^^- noch in einem dritten 
Punkte; diese sechs dritten Punkte liegen auf einem 
neuen Kegelschnitt S'^', welcher der begleitende 
Kegelschnitt der konischen Polare heißt. Die ko- 
nische Polare ^<« und ihr begleitender Kegelschnitt 
@® haben eine doppelte Berührung, indem für beide 
der Punkt ^ und seine Polare j) rücksichtüch $'^> 
oder ©<^' dieselben sind, sowie die den Trägern p 
und ^ zugehörigen Punkt- und Strahleninvolutionen 
rüeksichtlich beider Kegelschnitte zusammenfallen.* 
Ist % ein Berührungspunkt einer aus ?ß an die C**' 
gelegten Tangente uad @ der Tan gentialp unkt derselben, 

* Andere Beweise dieses Satzes aind gegeben worden von 
S. Slawyk: „Die l'olareigens chatte q der allgemeinen ebenen Kurve 

dritter Ordnung." Inaug.-Disa. Breslau 1872. 
A. Milinowski: „Zur Polarontheorie der Karren und Flächen dritter 

Ordnung." Boi'chardta Jourc. f. Mathematik. Bd. 89 S, 135 flg. 
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ferner %' der zweite Schnittpunkt des Strahles ] ^^ | mit 
der konischen Polare, so wird der Punkt @ durch die Be- 
dingung gefunden 

Der Strahl 1 5ß^ | schneidet den begleitenden Kegel- 
schnitt @'^' noch in einem zweiten Punkt, und für jeden 
durch '^ gehenden Strahl behält das Doppelverhältnis 

(12'©©') -=9 
den von ^ unabhängigen konstanten Wert 9, welcher aus- 
sagt, daß die Punkte %, %' niemals durch die Punkte ©, 
©' getrennt werden, vceil jener Wert positiv ist, wie dies 
auch aus der Natur zweier sich doppelt berührender Kegel- 
schnitte hervorgeht. 

Aus der Bedingung 

{%%"^®) = ir 
folgt, daß wenn ^ ein solcher besonderer, der Hesscscheu 
Kurve 7/'^' angehörender Pimkt ist, daß seine konische Po- 
lare 5p '^' in ein Linienpaar ausartet, dann auch sein he- 
gleitender Kegelschnitt ©'^' in ein Linienpaar ausarten wird, 
welches mit dem vorigen denselben Doppelpunkt haben muß. 
Diese beiden Linienpaare liefern ein Doppelverhältnis, welches 
den konstanten Wert 9 besitzt. 



§ 26. Metrische Beziehungen. 

1, Wenn man durch einen Punkt ^ in der Ebene der 
('/•^> eine Gerade ij zieht, welche der Kurve in den Punkten 

91, 58, 6 
begegnet, so gehören die konischen Polaren der vier Punkte 
Sß, S(, 58, e, nämlich 

^(% ^1% fS'^), S"ä> 
einem Kegelschnittbüschel au, welches mit der von ^, Sl, 
Sß, S gebildeten geraden Punktreihe auf dem Träger g pro- 
jektiv ist (§ 23, 3). 
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Nach unserm Fundamentalsatz ist nun die Polare 

Yon S\^ nach S[!*> identiscli mit der Polare von 5t nach $<*', 

„ i ,, S'" „ „ >, » >, S » ^'^ 

,, ^ ,, gi^) „ „ „ ,, „ 6 „ ^(ä); 

nehmen wir noch die Polare von ^ nach 5^*^* hinzu und 
nennen die Durch Schnitts punkte dieser vier Polaren mit der 
Geraden g bez. 

p, a, h, C, 

so lassen sich dieselben in einfacher Weise ermitteln durch 

die DoppeJverhältnisse 

(SeSlSlO 1, Ce^ÖSO = -l, (3(58©©,) = -1, 

(5t3(,?ßa) = -l, (SS8,51J6) = -1, (ß 15,?ß c) = - 1, 

und wir haben, weil die Polaren von 31, S, ®, ^ nach ^'''' 

ein Strahlbüschel bilden, welches mit der Punktreihe S(©®?ß 

projektiv ist, 

(SISSe^) = (a6c^). 

Aus den sechs vorigen harmonischen Beziehungen folgen 
drei hyperbolische Involutionen mit den Punktepaaren 

1 se, e,©,, Sias, ^c, 

und aus diesen die gleichen Doppelverhältnisse 



und hieraus 

(9[©So) = (eSSab) = (SÖSISc), 
(9iSEa) = (6StS8i) = (SÖS9U). 
Aus den beiden Gleichheiten 

(3t58Sa) = (3l©ba5), 
(9(«c©) = (2t©Sa) 

ergiebt sich 

(5[aica)=(3l©ba) 
= (ab©51), 

folglich gehören die Punktepaare 
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%a, Sb, Sc 
einer Involution an, und weil 

(St5Se^)-(atlcp) 
ist, gehört auch das Punktepaar ?ßp derselben an, also die 
vier Pmiktep.«» ^^^ ^^^ ^^^ ^^ 

gehören einer und derselben Involution an, 

[Es treten auch noch andere Involutionen hinzu, näm- 
lich aus 

(9(e«a) = (9Ifflce) = (abSc) =^ (bacß) 

folgt, daß die drei Punktepaare 

?ib, a5c, eo 

einer Involution angehören; und ans 

(SieSSa) = (58eb3I) = (USÖa) = (cbaö) 
folgt, daß die drei Pnnktepaare 

Sic, S8a, Eb 
ebenfalls einer Punktinvolution angeboren.] 

2. Ob die Involution, deren vier Punktepaare 
3ta, m, ©c, ^V 
sind, eine hyperbolische oder elliptische ist, darüber ent- 
scheidet der positive oder negative Wert des Diippelver- 
hälfcnisses .,, „,,, 

welchen wir ermitteln wollen. 



und wm 

folgt durch Multiplikation 



(Sl^öab) - 



und mcfia (Tsna 1 m«! (ftSß 



der Ausdruck im Zähler rechts läßt folgende Umformung i 
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«S8'. (S<13'+ (SS + SBip) 8i|i . «a . eS8, 

a»'. ffisiä'+ 8$'. 6« . 6S8 + sssp . as . ea .ES, 

as". (j!ii" + S8S)!'. ea (sa + a») + a5p . «s8 . s« . 89, 

ais'. «$'+ s«'. 8$' + siß . ua . aa (ssp + e»), 

a8Mss|S' + ea'. s8S)S'+ SS? . (S!p . ea . as, 

(88 . ips + (sa . >$»)'- $15 . $9 . «8 . ea 

oder, da identisch 

as . 5ps + S86 . spa 4- ea . spsB - 0, 

ist 

au'.asp'-ssp.g^.sa.affl; 

dieser Ausdruck zu dem vorletzten liinzugefügt und die 
halbe Summe beider genommen erbalten wir 

-i(a8>. >^i(X'+ sBS'. $«»+ sa". SP»'), 

mitbin wird der Wert des Doppelverbältnisses der sym- 
metriscbe Ausdruck 

und als Summe von lauter Quadraten ein positiver. Wir 
erhalten in gleicher Weise 

{mit) l ^^'-'^'^ ' ' "^^ "'^^ ' """^^ """' 






woraus die Beziehung zwischen den drei Doppel verhäl tu iasen 
entspringt 

(?lQbS8) + (Sofie©) + (ScaSr) = 2. 

Das Resultat der Rechnujig ist also, daß die Involution 
deren Punktepaare 

stö, m, Sc, ^p 

sind, eine hyperbolische ist. 

Wir bemerken noch, weil, wie wir oben (1.) gesehen 
haben, auch die Punktepaare 

%t, S9a, üi 
einer Involution angehüren, also 
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ist und positiv sein muß, daß die Involutiou, deren Punkte- 
paare 

9Xt, «Q, Ui 
sind, ebenfalls ein« hyperbolisclie ist; und aus der Gleichheit 

(6SBce) = (9Ui8a) 
folgt endlieh, daß auch die Involution, deren Punktepaare 

Sli, Sc, Sa 
sind, eine hyperbolische sein muß. 
Auch bemerken wir, weil 

(5l«e?P) = (aticp) 
und 

ist, daß 

(aicl)) = (act)Sl) 
sein muß, ebenso 

(6cap) = (6ac«), 
Ccafii)) = (ciiae;); 
wir erhalten hieraus drei neue hyperbolische Involutionen, 
deren Punktepaare sind 

( an, fcc, pst, 
II. 66, ca, |)SS, 

( tc, ab, pS, 
welche den Involutionen ], (in 1.) gegenüberstehen. 

3. Aus allen diesen Involutionen gehen nun eine Menge 
metrischer Beziehungen hervor, zu denen wir gelangen aus 
den bekannten metrischen Beziehungen harmonischer Ele- 
mente. 

Es folgt zunächst aus den Involutionen I. in (1.) 



1) 



_2_ J_ 1 1 



"8« Bf^Si 
woraus durch Addition folgb 
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««, as, SS, ' 



^' ^9r + sR5 



1 



■ aa^ 



1 



1 



multiplizieren wir die Gleichungen )) der Reihe nach mit 
a$, 58$, 8$ und addieren sie dann, so folgt 



.3 + 



. + 



oder 
4) 

5) 



«d '^ !8i ^ Sc 



+ 1 



So '^ 86 ^ IST ■ 



l + -t 



6$ ^ c_S 






Aus den Involutionen II. in 2. ergiebt sieh i 
Weise 



8) 



1 



,. + -. 



1 



1 



1 



.1 + 1=1 + .!-., 



1 



1 



1 



CO cb cp 
woraus durch Addition folgt 

woraus in Verbindung mit 3) sich die Beziehung ergiebt 



8) 



1 



r+5 



1 



S + a 



1 



1 



1 



1 



multiplizieren wir aber die Beziehungen 6J der Reihe nach 
mit ap, bp, ip und -addieren sie dann, so folgt 

" oSl'^b8"'"ce' 
oder 

_ _ bp j_ cp 
0« 



9) 
10) 



3-3 + - 

jy_+'- 



1-0, 
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Multiplizieren wir die Gleiehungen 1) bez. mit 'Üp, Sp. 
S(), und addieren sie dann, so folgt nacli 10) 

also auch 

multiplizieren wir dagegen die Gleichungen 6) bez, mit il^, 
i'iß, c^ und addieren sie, so folgt in gleicher Weise 



13) 


ap bp cp 


so 


L 1 1 


14) 


pa pb pc 



Da der Punkt p auf der Polare des Punktes , ^ rück- 
sichtlich seiner konischen Polare ?ß<^' hegt, d. h. auf dei: 
geraden Polare p des Punktes ^ rücksichtlich der C'*'. so 
können wir die Punkte der geraden Polare p von ^ direkt 
durch folgende metrische Beziehung bestimmen: 

Dreht man um einen Punkt 5ß in der Ebene der 
C**i einen Strahl, welcher der C^> in den drei Punkten 
?t, 35, ® begegnet und bestimmt auf diesem Strahle 
allemal einen Punkt p durch die Bedingung 

^p ^?t^^«^^e 

so ist der Ort des Punktes p eine gerade Linie, 
nämlieh die gerade Polare des Punktes ^ riicksichti- 
lich der C'^>, oder die gewöhnliehe Polare des Punktes 
^ rücksichtlieh seiner konischen Polare ^<^i. 

4. Schneidet die konische Polare ^'^' des Punktes ^ 
rückaichtlich der C'^) den Strahl g ^ \ ^?lSSe | in den Punkten 

D und Dl, 
so gilt für den Schnittpunkt p der geraden Polare von iß 
nach $*^* bekanntlich die harmonische Beziehung 
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(von welcher die oben gefundene Beziehung 
bare Erweiterung für die C" ist). 

Wir haben nach dem vorigen Resultat 
1,1 , M 



i + a 



Wenn wir noch das Produkt 
1 



kennten, so hätten wir zwei Größen (Summe und Produkt), 
durch welche die Pimkte und Q^ vermittelst einer quadra- 
tischen Gleichung zu ermitteln wiiren. Da nun durch 

der Punkt ^5 bereits bekannt ist, so brauchen wir nur die 
Grösse -^- (5ßD + $0,) = $m, 

wo m die Mitte zwischen dO, bedeutet, zu ermitteln, um 
auch das gesuchte Produkt zu erbalten. Der Punkt in kann 
aber auf folgende Weise gefunden werden: 
Die vier konischen Polaren 

%% m% e«i, 5ß<ä> 

schneiden die Gerade g in den Punktepaaren 

%%„ *8S„ es,, DQ, 

\md gehören einem Kegeischnittbüschel an, folglich diese 
Punktepaare einer Funktinvolufcion. Nehmen wir von dem 
unendlich entfernten Punkte ^^ die Polaren rüeksichtlich 
der vier Kegelschnitte 9t«', S'*>, S<''', ^<'', so schneiden die- 
selben die Gerade g in den vier Mitten der Strecken %%,, 
SflSSi, ^^i! OQij und bezeichnen wir diese vier Punkte 

üf, die Mitte zwischen 'a%,, 

K „ „ „ ©35„ 

c» » -, :> se,, 

m ,, ,, „ DO,, 
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SO müssen sie projektiv entspr ecken den Punkten ?t, 93, E, ^, 

dadurch wird Hl vollständig bestimmt. 

Wir haben also in den hyperbolischen Involutionen die 
Punktepaare 

j 9i9t, %,%„ ase, ^^a„ 

and diese Involutiooen sind dieselben wie in (1.) S. 211. 
Hieraus folgl; die Gleichheit der Doppelverhältnisse 

(StSB«<|ä„) - (8680,), 

(«8iisp„) - (aasc.), 
(ae»n,) - (sastt.) - (»aeg. 

Aus den beiden Gleichheiten 

(«ffluo.) - ceasK) - (aKb.s) 

(as8c.E) - (StffiSo,,) 

folgt durch Midtiplikation 

(ai8c.a,) - («St.o.) - (o.s,sa), 

mithin gehören die Punktepaare 

«0., SB6„ St„ 
einer Involution an, und in dieser Involution ist wegen der 
Projektivitnt (^^^^) ^ (cioBoCcm) 

auch ^ und in ein Paar konjugierter Punkte. 

Nennen wir in dieser Involution den dem unendlich 
entfernten Punkte ^^ entsprechenden Punkt, d. .h. den 
Mittelpunkt dieser Involution D, so hahen wir die füni 
Punktepaare derselben 

too, »bo. tlfo. ^»C), ^m, 
und nach bekannten in volutori sehen Eigenschaften 
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Aus den Involutionen I. folgt 

aoB der letzten Involution aber 

folglich ist auch 

mithin gehören die drei Punkbepaare 



einer neuen hyperbolischen Involution an, und iu gleicher 
Weise finden wir die drei Punktepaare der drei Involutionen 

I a,n., 6,t., D«, 
j„6„ c„a„, OS, 
r.c„, a,b„ DB. 

5. Ans diesen Involutionen I. und II. fließen eine Menge 
metrischer Beziehungen, nämlicli aus I. 



II. 



1 



a«. 



ic. - s«^ esB 



woraus durch Addition folgt 



2) 



«a. 



+ » 



1 



- + 



Sc. 



■0, 



und wenn wir von den drei Gleichungen 1) die erste mit 
91D, die zweite mit i8D, die dritte mit KD multiplizieren 
und addieren 

«D , S8D , SO 



3) 
oder 

■1) 



■3, 
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Aus ien Involutionen II. folgt 

a.O 0,« 0,6, ^ o,[, 
i,D^ti.SB 6,t, ^i,o,' 

t,D c,(5 t,o, c,b, 
woraus durch Addition folgt mit Rücksiebt auf 2) 

Wegen der Beziehungen 

ergiebt sich zugleich 

7) D3l + O*8 + DS^0, 

was nichts anderes aussagt, als daß O der Schwerpunltt der 
drei gleich belastet gedachten Punkte 31, S9, ß ist, also für 
jeden andern Punkt ^ der Geraden g die Bedingung, welche 
aus der vorigen hervorgeht, erfüllt wird 

8) 3.^D = ^9H-^58+$(S. 

(Nimmt man für ^ insbesondere ^^, so geht p in D 
über und man erhält den speziellen Satz: Bestimmt man 
auf einem System paralleler Sehnen einer 6'<^' zu den drei 
Schnittpunkten auf jeder den Schwerpunkt, so ist der Ort 
desselben eine gerade Linie, ein Durchmesser der C*^'). 

Multipliziert man die drei Beziehungen 5) bez. mit Dfl,,, 
Obfl, iDCg und addiert, so folgt die schon bekannte Be- 
ziehung 4); multiplizieren wir dagegen die Beziehungen 5) 
bez. mit 031, DS5, Dß und addieren, so folgt wegen 3) 

^^ A,^^ ^^^ -^ M^^ M^'^ M ^ 

Da« ■'' Ö6o ^ SCo aX fcoC^ ^ t~ä^ ^ ' 
nun folgt aber aus den beiden Beziehungen 2) und 4) 



durch Abziehen 
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O.So , "oCo 

as. Sc. 


-0 


S8b. 6 c, 


-0, 


6c, aa. 


-0, 


«0 86, 
t,o, "^ c,4, 


-0, 



woraus durch Addition folgt 

also nach 5) 

«a 86. 6c,_ 
' 1.0 6.C + c.D ' 

woraus folgt 

°' ä,D + 670 + c.D = ''' 

mithin wird die vorige BeziehuDg 

86 6« «_S 3 

-^ ioCo Coao ttatlo 

Die Beziehung 10) läßt sieh aber wegen der Gleichheit 

auch so schreiheu 

12) 091^ + OS- + 0®^ == Ü . D^ . Olli, 

woraus folgt, daß die Involution, deren Punktepaare 

sind, eine hypetholische ist, weil ihre Potenz als die 
Summe dreier Quadrate einen positiven Wert hat. Dies 
läßt sich auch in folgender Weise direkt zeigen: 
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Aus der Gleicbbeit der Doppelverhältmsse 

(a8a,e)-(asiij«!8)-||, 

folgt durch Multiplikation 



ako 



(«a.S6.)-5®^ 



• + 6«. 68 



91 SB' 



(ao.i8b.) - 



" + 6«' + %» 



also positiv, mitüin die Involution eine hyperbolisclie. 

Wii' bemerken noch die aus dem Werte dieses Doppel- 
Verhältnisses hervorstehende Beziehung 

(ao,6,!8) + (86,c,e) + (isc,o,a) - 2. 

Kehren wir aber zu der Beziehung 12) zurück, so folgt, 
weil nach 7) DS + DSB + DS - ist 

13) DS8.CS-l-DS.Da-l-DK.DS--3.Osp.Dm, 
Die linke Seite läßt sich auch so schreiben 
DS8 |D!P -t- SpSI + DS (DSp -F Spa) -I- D« IDSp -H spS9|, 
also ist 

jOa.!|JS8-|-DS8.^6-l-D6.spa - - 3.D!)!.Dnt, 
' loa.StiS-FD».!|!a-l-D6.SlSS8--3.D^.Dm, 
welche Beziehungen in die Gestalt ühergeführt werden können 
jspa.m« -1- SpSB.mS -h SpS.tn« - 0, 
' Ispa.mS-hSpSä.mSt-l-ilSS.mSB-O, 
woraus endlich auch durch Addition nach 8) hervorgeht 
16) Slaa.ma-filiS8.mS8-l-Spe.me-9.Dip. Dm. 
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Indem wir weitere metrische Beziehungen, die sich 
hieraus ableiten lassen, übergehen, Ijetrachten wir allein die 
Beziehnngen 15), welche allein zwischen den Punkten 

%, «, e, ^ und m 
obwalten, da es uns vornehmlich darauf ankam, die Ab- 
hängigkeit des Punktes m von den gegebenen Punkten 
§r, S, S, 5p zu ermitteln. Schreiben wir die Beziehungen 
15) in der Gestalt: 

mn m^ inS 

Ulf + f 31 mf_-MP^ m¥_+f e _ 
so ergiebt sich die symmetrischere Gestalt 

und da nach dem Früheren (S, 216) 

SPSI + SPS^SPS $)) 
war, so folgt jetzt 

3 1,1,1 



Nun ist aber, wie wir oberr (S. 217) gesellen haben, 
1__ 1 

folglich haben wir die beiden Beziehungen 

wo Q und D| die beiden Schnittpunkte des durch ^ ge- 
zogenen Strahles mit der konischen Polare 5^*^' bedeuten. 
Hierdurch sind die Punkte C, 0^ vermittelst einer quadrati- 
schen Gleichung bestimmt, und indem wir einen veränder- 
lichen Strahl um den festen Punkt 35 drehen, erhalten wir 
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sämtliche Punkteder koniaclien Polare ^'^'. Die symmetrische 
Form der Ausdrücke rechbs vom Grleichheitezeichen zeigt 
uns, daß die Koeffizienten der quadratischen Gleichung auch 
hetannt sind, sobald nicht alle drei Schnittpunkte 91, SS, S 
reell, sondern nnr einer reell und die heiden andern kon- 
jugiert- imaginär sind. 



§ 27. Zusammeiiiiaiig der Hessescheii Kurve fl<^> und 
der Cayleyscheii 7C'^> mit der gegebenen C'^'. 

!. Wir haben in § 23, 4., 5. gesehen, daß in dem Netz 
von Kegelschnitten ^'^', welches die konischen Polaren zu 
sämtlichen Punkten der Ebene rücksichtlich einer C<*' bil- 
den, unendlich viele vorkommen, die in Linienpaare aus- 
arten, daß die Doppelpunkte dieser Linienpaare eine neue 
Kurve dritter Ordnung H''^\ die Hessesche der gegebenen 
C"", erfüllen und daß ein Pimkt Q, dessen konische Polar-e 
in ein Linienpaai mit dem Doppelpunkte q zerfällt, mit q 
zusammen ein Paar konjugierter Punkte O und q, für die 
ifl^' bildet. Wir wifa^en feiner aus § 6, daß für eine Kurve 
dritter Ordnung H'''' die Verbindungslinien | D(( j zweier 
konjugierten Punkte eine Kurve dritter Klasse /f '"> umhüllen, 
welche die zu H^^^ zugehörige Cayleysehe Kurve heißt; auch 
ist der Zusammenhang von H'-^' und E^^* oben angegeben 
worden; wir wollen nunmehr den Zusammenhang dieser 
beiden Kurven mit der gegebenen C*>, von der sie abhängen, 
untersuchen. 

Auf der Hesseschen Kurve /i'^' giebt es unendiich 
viele Paare von konjugierten Punkten £i(\, welche die 
Eigenschaft besitzen, daß jeder Punkt der Kurve Strahlen- 
paare nach ihnen sendet, die eine ihm zugehörige Strahlen- 
involution bilden. Die Doppelatrahlen derselben umhüllen 
die /f53) Tj-n^ sind solche Verbindungslinien ] Dq j je eines 
Paares konjugierter Punkte der H'--^\ In der zu ^ gehörigen 
Strahleninvolutlon entspricht dem Strahle ' qD | die Tangente 
in q an der H^^' und diese beiden Strahlen durch q tren- 
nen die Doppel strahlen harmonisch. Diese Doppelstrahlen 
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bilden aber aucli, wie wir wissen (§ 6), einen ausgearteten 
Kegelsclinitt des Netzes, und zwew denjenigen, welcher die 
leonische Polare von Q ist. 

Die Tangente in C) an H'-^' wird yon | qD , durch die 
Doppelstrahlen der Involution harmonisch getrennt, ist also 
die Polare von Cl in Bezug auf das von den Doppelstrahleu 
gebildete Linienpaai'; sie ist mithin die gerade Polare von Q 
riicksichthch der C'^', und wir schließen den Satz: 

Die geraden Polaren solcher Punkte Q, welche 
die H'»' erfüllen, rüeksichtlich der C<^i sind Tangen- 
ten der JI'-^\ und zwar in dem jedesmaligen konju- 
gierten Punkte q zu C, d. h. in dem Doppelpunkte 
des Linienpaares, in welches O'^' ausartet. Bewegt 
sich also Cl auf der fi<^', so umhüllt seine gerade Polare g 
rüeksichtlich der C-^l dieselbe Hessesche Kurve ffW und 
berührt in dem jedesmaligen konjugierten Punkte q zu D. 

2. Wir haben in § 23, 3. gesehen, daß wenn eiae Ge- 
rade ff der H'^' in den drei Punkten D^, O^, Oj begegnet, 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten mit den 
Doppelpunkten q^, q^i ^zj ^^^ letzteren paarweise mit je einem 
der ersteren auf den drei Geraden 

'ö^tiäfls'- lO^q^q^l, ICafliq,! 
liegen, also die drei Paare konjugierter Punkte D|C!i, OäC|^, 
Sn^qs die sechs Ecken eines der H'-^'* einbeschriebenen voll- 
ständigen Vierseits bilden. Aus § 24, 2. wissen wir, daß die 
geraden Polaren ^j, q^, g^ der Punkte D[, 0^, dg die Polo- 
konik ^''■^' der Geraden g berühren und zwar bez, in den- 
jenigen drei Punkten q,, q^, c\^, welche den Punkten Q,, 
D^, Da konjugiert sind rücksichtlich der if">; da nun nach 
dem vorigen Satze (1.) diese Tangenten g^, q^, q^ auch die 
if'^> berühren in denselben Punkten C|j, q^; %> ^^ folgt 
der Satz: 

Die Polokonik ^'^' einer Geraden g rücksicht- 
lich der C<=' berührt die Hessesche Kurve Jfl^' in 
denjenigen drei Punkten q^, q^, q^j, welche konjugiert 
sind rücksichtlieh derselben den drei Schnitt- 
punkten der Geraden g mit der C^*. 
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Die Polokoniken aller Geraden g in der Ebene sind 
also immer solche Kegelschnitte, welche die if<^> im allge- 
meinen in drei Punkten berühren xinA zwar in drei Punkten 
eines Tripels, wenn die H^"^ als Tripelkui-ve aufgefaßt 
wird (§ 8). 

Diejenigen Eigenschaften, welche wir früher für Tripel- 
punkte einer C^i gefunden haben, gelten also jetzt für die 
Berührungspunkte einer Polokonik mit der H'-^^. 

3. Fallen insbesondere Ton den drei Schnittpunkten £l„ 
Qj, Qj einer Geraden g mit der if''> zwei zusammen, ö, = 0.^, 
so wird die Polokonik ,9'^' eine vierpunktige Berührung mit 
if(ä) iiaben in demjenigen Punkte t[j = q^, welcher dem Punkte 
D| = Da konjugiert ist. 

Die Polokoniken von allen Tangenten der H'^^> haben 
also eine vierpunktige Berührung mit dieser Kurve. 

Fallen alle drei Schnittpunkte Q, = O^ " ^^b zusammen, 
d. h. ist g eine Wendetangente der iZ'^', so wird die Polo- 
konik ^'''^rüeksichtlich der C-^^ eine secbspunktige Berührung 
mit der i?<^^ haben und zwar in demjenigen Punkte der- 
selben, welcher dem Wendepunkte konjugiert ist. 

Aus dem in § 24, 5. bewiesenen Satze, daß für jede 
der beiden Geraden 1,1^, in welche die konische Polare eines 
Punktes D zerfällt, auch die Polokoniken l^^' und l^^^ in 
zwei Linienpaare zerfallen müssen mit dem gemeinsamen 
Doppelpunkte C, ergiebt sich jetzt, weil alle Polokoniken 
die H'^' berühren, der Satz: 

Das Tangentenquadrnpel aus einem Punkte Q 
der H'^^ an dieselbe besteht aus den beiden Linien- 
paaren, in welche die Polokoniken derjenigen beiden 
Geraden ausarten, aus denen die in ein Linienpaar 
ausartende konische Polare des Punktes D besteht. 
Wir können dies Resultat auch so aussprechen: 
Von sämtlichen Tangenten der Cayleyschen Kurve 
K'^' sind die Polokoniken rücksiehtlich der C<^' Kegelschnitte, 
welche in Linienpaare ausarten und die Hessesche Kurve 
iC' berühren. Für zwei konjugierte Tangenten der K^"^ 
(d. b. zwei solche, deren Berührungs sehne wieder eine Tan- 
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gente der /iT*'' ist) haben die beiden in Linienpaare aus- 
artenden Polokoniben denselben Doppelpunkt, der auf H'*' 
liegt und diese vier Strablen als Tangenten an die fl''*' 
sendet. 

4. Zu jeder Geraden g, welcbe im allgemeinen der C<^' 
in drei Punkten %i, SB, ® begegnet, gehört allemal eine 
zweite sie begleitende Gerade g', auf welcher die drei 
Tangentialpunkte 91', S', S' liegen, in denen die Tangenten 
an 91, SS, © der C-»' zum dritten Male begegnen (§ 8,4,), 
ebenso wie zu jeder konieclien Polare, welche der C^' in 
sechs Punkten begegnet, der sie begleitende Kegelschnitt 
gehört, auf dem die sechs Tangentialpunkte von jenen Hegen. 
Wir haben nun in § 25 gesehen, daß wenn eine ko- 
nische Polare zerfällt, auch der begleitende Kegelschnitt in 
ein Linienpaar mit demselben Doppelpunkt ausartet, können 
also jetzt sagen: 

Die beiden Geraden, in welche eine konische 
Polare ausartet, haben zwei begleitende Gerade, 
deren Schnittpunkt auf der .ff'^* liegt und der- 
jenige Punkt ist, in welchem die erateren beiden 
sieh schneiden. 

Nennen wir den Punkt, in welchem eine Gerade g von 
der sie begleitenden Geraden g' getroffen wird, den be- 
gleitenden Punkt der Geraden </, so können wir auch 
sagen : 

Die beiden Geraden, in weiche die konische Po- 
lare eines Punktes O der W-^^ ausartet, haben beide 
ihren begleitenden Punkt auf der R^^'i in demjenigen 
Punkte q, welcher dem Punkte Q konjugiert ist, 
dessen konische Polare in das Linienpaar ausartet. 
Da jede der beiden Geraden eines Linienpaares, in 
welches eine konische Polare ausartet, Tangente der Cay- 
leyschen Kurve /t'"' ist, so können wir das vorige Resultat 
auch so aussprechen: 

Jede Tangente der Cayleyschen Kurve K'^^^ hat 
ihren begleitenden Punkt auf der Hessesehen Kurve 
H'", und dieser ist der dritte Schnittpunkt der Tan- 
15* 
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gente der Cayleysclieii Kurve K'-^>, weiche zwei kon- 
jugierte Punkte der II'^'> verbindet. 

Umhüllt also eine Gerade die Cayleysche Kuj-ve K^'-\ 
so beschreibt der sie begleitende Punkt die Hessesche 
Kurve ü'^', oder was dasselbe sagt, die Hessesehe Kurve 
fl"* ist der Ort der begleitenden Punkte für alle Tangenten 
der Oayleyschen Kurve K*-^\ 

Hiernach kann zu einer Tangente der 7C'^' die sie be- 
gleitende Gerade immer reell konstruiert werden, auch wenn 
die Schnittpunkte derselben mit der C'^* nicht immer alle 
drei reell sind. Denn die Tangente i der 7C'^' verbindet 
zwei konjugierte Punkte der H'-^^ und hat einen immer 
reellen Schnittpunkt q mit derselben; sie hat femer mit der 
C^' mindestens einen reellen Schnittpunkt 9(, dessen Tan- 
gentialpunkt St' sei; dann ist | qSl' ] = t' die begleitende Ge- 
rade zu t. 

5. Während zu einer gegebenen C' nur eine einzige 
bestimmte i7<^' zugehört, nämlich der Ort solcher Punkte, 
deren konische Polaren in Linienpaare ausarten und zu- 
gleich der Ort der Doppelpunkte dieser Linienpaare, findet 
das Umgekehrte nicht statt. Nehmen wir eine H'-^^ als ge- 
gebene Kurve dritter Ordnung an, so giebt es nicht bloss 
eine, sondern im allgemeinen drei verschiedene Fundamen- 
talkurven C"', für welche die gegebene .5"* die Hessesche 
Kurve ist. Denn die gegebene .H"' hat im allgemeinen nicht 
bloss ein, sondern drei verschiedene Systeme von Paaren 
konjugierter Punkte (§ 15). Da ein beliebiger Punkt Sl der 
Ä"i im allgemeinen vier Tangenten an die Kurve sendet, 
deren Berührungspunkte Oj, a^, Q^, a^ seien, die ein voll- 
ständiges Viereck mit den drei auf der C<*l liegenden Dia- 
gonalpunkten. 

(a,(^,asa.,) = 9t', {a^a^, o^aj -= 2C", (Oia^.aaa^) = 31'" 
bilden, so erhalten wir die drei Systeme, in denen Paare 
konjugierter Punkte sind 

I. QiO,, ttstt,, 3191', %"%'", 

II. aiQg, a,a„ %%", %"'W, 

IIL a,a„ a^ag, %%'", %'%". 
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Durch ein Pa,ar konjugierter Punkte ist das ganze 
System derselben yollständig und eindeutig bestimmt. Jeder 
Punkt der Kurve sendet nach den Paaren konjugierter Punkte 
Strahlenpaare einer Involution. Die Doppel strahlen derselben 
bilden einen ausgearteten Kegelschnitt, welcher, wenn die 
Kurve die Hessesche ff<^' für eine noch unbekannte Fun- 
damentalkurve C^' sein soll, die konische Polai-e desjenigen 
Punktes rücksicMlich der C^' sein muß, der dem Schnitt- 
punkt des Linieiipaares auf der ,ff'*' konjugiert ist (1.). 

Wir können also dem Punkte 31 entweder das Linien- 
paar | 0,(ia|, | 0^<^^\ mit dem Doppelpunkte W als konische 
Polare rock sichtlich der zu suchenden Fundanientallcurve 
C"^' entsprechen lassen {System 1), oder das Linienpaav 
I fiif^sL I fa^il ^^^ ^^^ Dopjjelpunkt %" (System II), oder 
endlich das Linienpaar | dia^], \ (^<X^\ mit dem Doppelpunkt 
%'" (System III), 

Nehmen wir jetzt einen zweiten Punkt ^ der iff^a) q^iJ 
machen dieselbe Operation, so ist in jedem der drei 
Systeme sein konjugierter Punkt S' (oder 59" oder 56'") 
eindeutig bestimmt und ebenso auch seine konische Polare 
riieksichtlich der zu suchenden Fundamentalkurve (§§ 1 3 u. 14). 
Wir erhalten also den drei Systemen I, II, III entsprechend drei 
bestimmte Netze von konischen Polaren. Zu jedem derselben 
können wir nunmehr nach § 24, 4. die fundamentalkurve C"" 
herstellen, für welche das Netz das der konischen Polaren 
ist. Wir schließen also das Resultat: 

Zu einer gegebenen Kurve dritter Ordnung, als 
Heesesche Kurve H^^> aufgefaßt, giebt es im allge- 
meinen drei Fundamentalkurven C*% für welche die 
gegebene die zugehörige Hessesche ist. 



§ 28. Die Wenilepunlite dev C'-'\ 

1, Wir sind bereits von zwei verschiedenen Seiten zu 
den Wendepunkten der C'*^' gelangt; einmal sahen wir in 
§ 7, daß die beiden Kurven C'»' und t^« (letztere umhüllt 
von den Doppelstrab len aller den Punkten der 0'*' zuge- 
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Hörigen Sttahleiiiiivolutionen) wicb in netm Punkteu bertthren 
und die zu diesen Berührungspunkten konjugierten Punkte 
die Wendepunkte der C*'' sind; zweitens sahen wir in § 23, 6., 
daß eine C' und ihre Hessesche Kurve H'-^' sich in den 
Wendepunkten sehneiden. Wir wollen nun den Zusammen- 
hang der neun Wendepunkte unter einander aufsuchen 
und dadurch zugleich die Frage nach der Realität derselben 
beantworten. 

Nennen wir einen gemeinachaftlieheii Punkt der beiden 
Kurven C® und ^<*> den Punkt %, dann ist sein konju- 
gierter Punkt ^,-33 ein Wendepunkt der 0*^' (§ 7). Sei 
ferner %' und SB' ein siweites derartiges Paar konjugierter 
Punkte der C-"*, so folgt aus ihnen allemal ein drittes, wie 
wir wissen, nämlich 

und 

{%m', %'^')^%". 

Da aber 9S gleichzeitig der Tangentialpunkt von % ist 
(§ 7), d. h. die Tangente in % der C'*' in dem dritten Punkt 
2S begegnet, ebenso die Tangente in %' der C' in SB' be- 
gegnet, so muß aucli die Tangente in dem dritten Schnitt- 
punkte von I %%' I mit der C<^i, d. h in 3S" der C»« in 
demjenigen Paukte begegnen, in welchem |^2B'| sie zum 
dritten Mal schneidet, d. h. in 2B" selbst, also ist 2Ö" ein 
dritter Wendepunkt der C^', weil seine Tangente drei zu- 
sammenfallende Punkte mit derselben gemein hat. 

Da ferner die Tangente in % der 6''^' in 3Jß begegnet, 
die Tangente in 3' der C<'*' wieder in SS' begegnet, so muß 
die Tangente in %" der C-^* m dem dritten Schnittpunkte 
von I SG55ßJ' j mit der C>, d. h, in dem Punkte SB" begegnen; 
also ist S©" der Tangentialpunkt zu %" und zugleich der 
konjugierte Punkt, mithin %" einer der gemeinschaftliehen 
Punkte von C^' und S<^', in dem sich diese beiden Kurven 
berühren; mithin gilt der doppelte Satz; 

Die Verbindungslinie zweier verschiedenen 
Wendepunkte einer C<^' trifft dieselbe allemal in 
einem dritten Wendepunkte derselben. Die Ver- 
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bindungslinie zweier verschiedenen gemeinsamen 
Punkte der 6'W und S«' trifft die C<^1 allemal in 
einem Wendepunkte derselben. 

Wir können hiemacli sowohl aus zwei Wendepunkten 
der C^l allemal einen dritten ableiten, als auch aus zwei 
gemeinschaftliehen (Berührungs-) Punkten der C<^> und S'^' 
einen Wendepunkt derselben finden, oder auch als konju- 
gierten Punkt zu letzterem einen dritten Berührungspunkt 
der Kurven C(=> und m^^ ermitteln. 

2. Da die Wendepunkte der C''' nach dem vorigen Satze 
immer zu je dreien auf einer Geraden liegen, so können 
durch einen Wendepunkt nicht mehr als vier solcher Ge- 
raden geben, deren jede außer dem ersten noch zvrei weitere 
Wendepunkte der C<^' enthält; denn es gieht nur neun Wende- 
punkte, also außer dem zuerst ai^enommenen nur noch acht. 

Hiernach scheint es 9 . 4 = 36 solcher Geraden zu geben, 
die je drei Wendepunkte enthalten; da aber jede Gerade 
hierbei dreimal auftreten muß, nämlich bei jedem der drei 
Wendepunkte, welche sie enthält, einmal, so reduziert sieh 
die vorige Anzahl auf zwölf, also: 

Die neun Wendepunkte einer C^s) Hegen zu je 
dreien auf zwölf Geraden (Wendepunktslinien), in- 
dem durch jeden Wendepunkt vier Wendepunkts- 
linien gehen. 

Gehen wir von einer Wendepunktslinie aus, auf welcher 
die drei Wendepunkte 

liegen mögen, so gehen durch 2ÖJ noch drei übrige Wende- 
punktslinien, deren jede zwei weitere Wendepunkte enthält; 
ebenso durch SSj und durch 2B'^; wir haben also schon zehn 
Wendepunktslinien und es bleiben also nur noch zwei übrig, 
die durch keinen der drei Wendepunkte 3BJ, SSj, 2B^ gehen 
können; sei eine derselben diejenige, welche drei Wende- 
punkte 

enthält, dann haben wir jetzt elf Wendepunktslinien, nämlich 
die beiden 



y Google 



Theorie der ebenen Kurven dritter Ordnung. 



üad die neun Verbindungslinien je eines der drei ersten mit 
einem der drei letzten Punkte; es bleibt daher nur noch 
eine einzige, zwölfte Wendepunktslinie übrig, die durcli keinen 
der früheren sechs Wendepunkte gehen kann, folglich die 
drei letzten Wendepunkte 

enthalten muß. ^ ' ^ ' ■' 

Ein solches Dreieeit, welches von den drei Geraden 

gebildet wird, wollen wir ein Wendepunktsdreiseit nennen 
von der Beschaffenheit, daß jede Seite desselben drei ver- 
schiedene Wendepunkte enthält, also sämtliche Wendepunkte 
erschöpft werden und zu je dreien in den Seiten des Drei- 
seits liegen. 

Aus diesem Wendepunktsdreiseit erbalten wir nun, die 
neun noch fehlenden Wendepunktslinien auf folgende Art: 

Die Verbindungslinie | 2B[9Bg | muß noch einen dritten 
Wendepunkt enthalten, der auf der dritten Beite dos Wende- 
punktsdreiaeits liegen muß; wir können ihn SßJ nennen; 
ebenso wird die Verbindungslinie |2ö*5Säg| einen dritten 
Wendepunkt enthalten, den wir SSj nennen und von dem 
vorigen 9Bg verschieden annehmen dürfen; endlich wird 
l^jSBgl noch einen dritten Wendepunkt enthalten, den 
wir Sßig nennen können; jetzt sind aber alle Wendepunkte 
erschöpft; ziehen wir also ISBjSBgj, so kann die Verbin- 
dungslinie als dritten Wendepunkt weder Sg noch 2B^ ent- 
halten, weil sonst vier Wendepunkte auf einer Geraden 
liegen w(irden, was widersinnig ist; es muß also | SIBjSB^ ] 
den dritten Wendepunkt 3Bj enthalten; ebenso muß 



|S 



I den dritten Wendepunkt 5ßi^, 



«' 
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enthalten. Wir erhalten hiernach folgende zwölf Wende- 

punktslinien, welche wir gleichzeitig als vier Wendepunkts- 
dreiseite ordnen 



d. h.: 

Die neun Wendepunkte einer C'-^* liegen zu je 
dreien auf zwölf Geraden, von denen immer vier 
durch jeden der neun Wendepunkte gehen. Diese 
zwölf Wendepunktsliuien lassen sich auf vier Arten 
zu je dreien so ordnen, daß diese ein Wendepunkts- 
dreiseit bilden, dessen drei Seiten je drei, also 
sämtliche neun Wendepunkte enthalten. Es gielit 
also vier Wendepunktsdreiseite. Diese merkwürdige Kon- 
figuration von Punkten und Geraden in der Ebene ist leider 
nicht vollständig reell, wie wir sogleich sehen v^erden. 

3. Nennen wir die drei Seiten eines Wendepunkts- 
dreiseits 

\ninimi\ = s^, 

und die Ecken desselben 

(«>%)-«.., (».»,)-«.,, (»,«,)-«.., 

so befinden sich auf jeder Seite fünf Punkte, nämlich die 
beiden Ecken des Wendepunktsdreiseits und die drei Wende- 
punkte, welche diese Seite enthält. 

Projizieren wir diese fünf Punkte der Seite s^ 

w,, mi, S^, %,„ %^ 

von den drei Wendepunkten 



der Seite s, aus auf die Seite Sg, so erhalten wir auf der- 
selben drei projektive Punktreihen desselben Trägers, die 
so lauten 
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die sich auch so sclireiben lassen 

Wir erkennen Meraus die eyklischen Projektivitäten 

deren Doppelpunkte Stj; und Sig^ sind; also bilden diese 
fünf Punkte auf der Geraden Sg ein äquianharmonisches 
System, wie wir in § 21, 3. gesehen haben, und von dem 
wir wissen, daß wenn die drei bestimmenden Punkte 'ää'^, 
3B|, S5^ reell sind, die beiden Doppelpunkte 9(gi, Slg^ kon- 
jugiert- imaginär sein müssen; dagegen wenn von den drei 
Punkten SÖJ, S^, SBg nur einer reell und die beiden andern 
konjugiert -imaginär sind, die beiden Doppelpunkte %^^, Slgj 
reell sein müssen. Wir haben also das Ergebnis: 

Auf jeder der drei Seiten eines Wendepunkts- 
dreiseits bilden die drei in ihr liegenden Wende- 
punkte nnd die beiden Ecken des Dreiseits ein 
äquianharmonisches System von fünf Punkten. Oder: 
Bildet man aus den drei auf einer Wendepunkts- 
linie liegenden Wendepunkten eine cyklische Pro- 
jektivität, so sind die Doppelpunkte derselben die 
Schnittpunkte der beiden übrigen Wendepunkts- 
linien, welche mit der ersteren ein Wendepunkts- 
dreiseit bilden. 

3. Aus der Natur eines aqui anharmonischen Systems, 
welche wir in § 21, s. näher studiert haben, geht hervor, 
daß mehr als drei Wendepunkte nicht reell sein können 
und diese auf einer Geraden liegen müssen; denn wären drei 
Wendepunkte reell, die nicht auf einer Geraden lägen, so 
würden die drei Verbindungslinien je zweier drei neue reelle 
Wendepunkte liefern, und diese mit den ersteren in der 
einzig noch möglichen Weise verbunden, die drei letzten 
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Wendepunkte; es müßten also sämtliche neun Wendepunkte 
reell sein, mithin auch sämtliche vier Wendepunkts dieiseite 
und deren Ecken; dann hätten wir aber äquianharmonische 
Systeme von fünf reellen Elementen, was unmöglich igt, 
also ist unsere Annahme unzutreffend, und es können 
höchstens drei auf einer Geraden liegende Wende- 
punkte reell sein. 

Aus ähnlichen Gründen kann auch höchstens nur ein 
Wendepunktsdreiseit vollständig reell sein. Denn wären zwei 
Wendepunktsdreiseite vollständig reell, so wären auch ihre 
sechs Ecken reell; die drei Punkte, in welchen eine Seite 
des zweiten den drei Seiten des ersten begegnet, sind aber 
drei Wendepunkte; also hätten wir auf derselben fünf reelle 
Elemente eines äquianharmoniscken Systems, was wider- 
sinnig ist; also es kann höchstens ein Wendepunkts- 
dreiseit vollständig reell sein; dann enthält jede 
Seite desselben nur einen reellen und zwei kon- 
jugiert-imaginäre Wendepunkte, und die drei reellen 
Wendepunkte liegen auf einer Geraden; es kann also 
höchstens nur vier reelle Wendepunktslinien geben, 
von denen drei das reelle Wendepunktsdreiseit bilden. 

4. Daß nun diese einzig möghehen Fälle wirklich ein- 
treten, wollen wir unter der Voraussetzung, daß mindestens 
ein Wendepunkt der C^' immer reell sein muß, nachweisen. 
Die Existenz mindestens eines reellen Wendepunktes wird 
nachträglich erwiesen werden. 

Gruppieren wir, wie in 2, die neun Wendepunkte auf den 
zwölf Wendepunktslinien, die wir jetzt besonders bezeichnen 
wollen, um ihre Realität zu erkennen, in folgender Weise 



so folgt hieraus 
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BS - (%<,«,.,), SS; - (%(,«,«,), äBä-(s,(,u,.,), 
BS -fei.«,",). SBf,-(s.«,«.»-,), »ä-fet,«.«'.) 
und hierdurch ist die gaiLze Konfiguration gegeben. Nehmen 
wir nun an, daß wenigstens einer der neun Wendepunkte 
reell sei, nämlich ^^ 

dann gehen von ihm aus nach den Punkten 

SS', mi, mi 

die drei Strahlen 

welche in cyklisch- projektive Beziehung gesetzt zwei Doppel- 
strahlen liefern, von denen der eine Sj sein muß und der 
andere den Schnittpunkt (s^s^) mit dem Punkte 3SJ ver- 
bindet; diese wollen wir zur Abkürzung 

nennen. Die fünf Strahlen 

i,, M,, »,, s,, s[ 
eines äquianharmonischen Strahlensystems müssen von der 
Beschaffenheit sein, daß entweder ^ , Wj , v^ reell, s^, s[ konjugiert- 
imaginär sind, oder Sj, sj reell und von ij, ii^, v^ noi einer reell 
und die beiden andern konjugiert - imaginär sind. Die erstere 
Annahme ist, wie wir jetzt sehen werden, unzulässig; denn 
wären ti,u,,v^ alle drei reelle Strahlen, so könnte doch nur 
einer derselben drei reelle Wendepunkte enthalten, die beiden 
andern müßten außer dem reellen Wendepunkt S8] je zwei 
konjugiert-imaginäre Wendepunkte enthalten; seien diese 
%=|aS^SB^| und !;.= iaB = 2ß^|. 
Die vier imaginären Punkte 23^, W^ und ^l, S^ 
liegen also auf einem reellen Linienpaar- und bilden ein 
imaginäres vollständiges Viereck, von dem bekanntlich die 
drei Diagonalpunkte reell sein müssen und von dem ein 
Seitenpaar reell ist, die beiden andern konjugiert -imaginär 
sind; die reellen Diagonalpunkte können in bekannter Weise 
konstruiert werden, sie sind nun 
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der Punlit (s^Sg) müßte also reell sein, folglich auch der 
Strahl sj, mithin auch der andere Doppelstrahl Sj der 
cyklisch-projekfiven Büschel, also alle fünf Elemente des 
äquiaoharmonischen Systems müßten reell sein, was wider- 
sinnig ist. 

In gleicher Weise würden wir auf einen Widerspruch 
kommen, wenn wir annehmen, daß (, und V-^ oder t^ und Uy 
zwei reelle Strahlen wären, welche je zwei konjugiert- 
imaginäre Wendepunkte enthalten; es ist also die Annahme, 
daß alle drei Strahlen t^, ti,, u, gleichzeitig reell sind, un- 
zulässig und es bleibt nur die Möglichkeit übrig, daß einer 
derselben reell, die beiden andern konjugiert - imaginär sind. 
Dann müssen die beiden Doppelstrahlen s, , sj reell sein, 
Da dies für den reellen Wendepunkt SJ] nachgewiesene 
Resultat für jeden reellen Wendepunkt gelten muß, so können 
wir den Satz aussprechen: 

Durch einen reellen Wendepunkt der C^' gehen 
immer vier Wendepunktslinien, von denen zwei reell 
und die beiden andern konjugiert-imaginär sein 
müssen. 

5. Wir schließen weiter, indem wir von den drei Strahlen 
'ij '*ii ^1! ^^^ ersten ^ als den reellen und die beiden andern 
Uj, v^ als die konjugiert -imaginären annehmen, und betrachten 
das von den vier imaginären Wendepunkten auf ii,,v^ 

mi, 2B=, 3B^, mi 

gebildete vollständige Viereck, welches durch ein imaginäres 
Linienpaar verbunden wird; dasselbe hat drei reelle Diagonal- 

"»-*" SBl = («,..), (V,), tt«; 

in dem ersten kreuzt sich ein imaginäres Seitenpaar dieses 
vollständigen Vierecks, folglich muß sich in dem zweiten 
auch ein imaginäres und in dem dritten ein reelles Seiten- 
paar kreuzen, denn das dritte Seitenpaar ist immer eine 
Folge der beiden ersten, und sind diese beiden konjugiert- 
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imaginär(YertreteiidurchzweielliptiBclieStrahleiiinvolutionen)j 
SO muß das dritte Seitenpaar reell sein, als Doppelstrahlen 
einer in bekannter Weise zu konstruierenden byperbolischen 
S tratleninyolution. 

Es muß also von den beiden Strahl enpaaren 
s^ und Sj,, /y und f^ 
das eine reell, das andere konjugiert-imaginär sein; nennen 
wii- das reelle Sg und s^, dann muß auch auf s^ der dritte 
^Vendepvlnkt SQJ^ und auf s^ der dritte Wendepunkt 3B^, reell 
sein und wir ha.ben die reelle Wendepunkts linie 

also die vier reellen Wendepunktslinien 

von denen s,, s^, s^ ein reelles Wendepunk tsdreiseit bilden. 
Von den neun Wendepunkten sind also nur die drei 

reell, welclie auf der Wendepunktslinie i, liegen, die übrigen 
. paarweise konjugiert-imaginär sein, nämlicb 
m m auf s, , 



Von den zwölf Wendepunktslinien sind die vier 

reell; die übrigen müssen auch paarweise konjugiert-imaginär 
sein, nämlich f-,^ und /., ha.ben nur den einen reellen Sclmitt- 

P™^* {l'A) 

und es ist 

(M,v,) = ai5;, (Mai'2) = 2B;, (%i'3)-Sö^; 
die elliptischen Strahleninvolutionen, deren imaginäre Doppel- 
strahlen «iV,, v^v^, Mgi'j, sind, lassen sieh aber reell kon- 
struieren. 

Wir haben demgemäß unter der Voraussetzung, daß immer 
mindestens einer (S3J) der neun Wendepunkte einer C*^' 
reell sei, was später (§ 30) nachgewiesen werden soll, fol- 
gende Lage der Wendepunkte ermittelt: 
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Von den neun Wendepunkten sind drei reell 
und liegen auf einer Geraden (Wendepunktslinie), 
die übrigen sechs sind paarweise konjugiert-ima- 
ginär und liegen auf drei reellen Geraden, deren 
jede durch einen der drei reellen Wendepunkte 
geht und außer diesem zwei weitere konjugiert- 
imaginäre Wendepunkte enthält. Diese drei reellen 
Wendepunktslinien bilden das einzige reelle Wende- 
punktsdreiseit; es giebt also, indem wir zu ihnen 
die erste Wendepunktslinie hinzufügen, nur vier 
reelle Wendepunktslinien, die übrigen aeht sind 
paarweise konjugiert-imaginllr, nämlich durch jeden 
der drei reellen Wendepunkte gehen außer den 
beiden reellen Wendepunktslinien noch je zwei 
konjugiert-imaginäre Wende punktslinien, was zu- 
sammen sechs macht. Das letzte Paar zweier kon- 
jugiert - imaginärer Wendepunktslinien hat zum 
reellen Doppelpunkt denjenigen gegenüberliegenden 
Eckpunkt eines Wendepunktsdreiseits, von welchem 
nur eine Seite reell ist, auf der die drei reellen 
Wendepunkte liegen, und die beiden andern Seiten 
konjugiert-imaginär sind. 

Daß von den neun Wendepunkten einer C^^'' mindestens 
einer reell sein muß, folgt schon daraus, daß ihre Anzahl 
eine ungerade ist und sie die Durchschnittspunkte der beiden 
reellen Kurven 0'^' und i?'*' sind; doch wird der 
Nachweis später (§ 30) geliefert werden.* 



* Die hier gegebene Ableitung &cr g 
Wendepunkte ist aus einer Bemerkung von. A. Clebsch entsprungen 
in seiner Abhandlung; „Über einen Satz von Steiner und einige 
Punkte der Theorie der Kurven dritter Ordnung" (Borchardts Journal 
f. Math. Bd. 63 S. 120). Vergl. auch die neuerdings erschienene In- 
augural - Dissertation von A, Witting: „Über eine der Hesseechen 
Konfiguration der ebenen Kurve dritter Ordnung analoge Konfiguration 
im Eaume" {Dresden 1887). 
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§ 29. Beziehungen zwischen den Wendepunkten, den 

Wendetangenten und den harmonischen Polaren der 

Wendepunkte. 

1. Wir haben in § 10, l, gesehen, daß die neiin Durch- 
schuittspunkte zweier Kurven dritter Ordnung eine Gruppe 
von neun assoeiierten Punkten bilden, d. h. die Eigen- 
schaft besitzen, daß jede Kurve dritter Ordnung, welche 
durch acht derselben geht, auch durch den neunten (not- 
wendigen) Punkt hindurchgehen muß. Da nun die drei 
Seiten des einen reellen Wendepunkts drei aeits (§ 28, 5.) eine 
spezielle Kurve dritter Ordnung bilden, die durch die Wende- 
punkte der d^' hindurchgeht, so folgt: 

Die neun Wendepunkte der C'^' bilden eine 
Gruppe von neun assoeiierten Punkten, (S, 198.) 

Wir haben ferner in § 23, 6. gesehen, daß für einen 
Wendepunkt SB einer C> seine konische Polare in ein 
Linienpaar ausartet, dessen einer Teil die Tangente fss im 
Wendepunkt und dessen anderer Teil eine bestimmte Gerade 
w, die harmonische Polare des Wendepunkts ist, der Ort 
der vierten harmonischen Punkte auf allen durch 3B ge- 
zogenen Strahlen, weiche von 2B harmonisch geti-enut werden 
durch jedes Paar von den beiden übrigen Schnittpunkten 
des Strahles mit der C^^K (Diese vierten harmonischen 
Punkte sind immer reell, sobald S6 reell ist, auch wenn 
die beiden übrigen Schnittpunkte des Strahles mit der C-^' 
konjugiert- imaginär sind.) Auch gilt das Umgekehrte: 
Wenn für einen Punkt 30 der C'^* die konische Polare in 
ein Linienpaar ausartet, so ist 3S ein Wendepunkt, und das 
Linienpaar die Wendetangente t^ und die harmonische 
Polare w. 

Da nun in dem Büschel von Kurven dritter Ordnung, 
dessen neun Grundpnnkte die Wendepunkte der C-^' sind, 
durch jeden Wendepunkt 2S vier Wendepunktslinien gehen, 
welche in je zwei weiteren Wendepunkten der C'^' begegnen, 
so liegen die zugeordneten vierten harmonischen Punkte auf 
der harmonischen Polare w. Für jede andere Kurve dritten 
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Grades, die dem Büschel angehört, bleibt also die harmonische 
Polare w ungeändert, folglich muß auch für diese der Punkt 
2S ein Wendepunkt sein, weil seine konische Polare in ein 
Linieapaar ausartet, alsoi 

Für jede Kurve dritter Ordnung des Büschels, 
dessen Grundpunkte die neun Wendepunkte einer 
C<^' sind, sind diese Punkte gleichzeitig die Wende- 
punkte derselben. 

Unter den Kurven dieses Büschels, welches ein syzy- 
getischea genannt wird, kommen insbesondere vier Linien- 
tripel vor, die Seiten der vier Wendepunktsdreiseite, sowie 
auch die Hessesche Kurve H<-^' {% 2?-, 6.). 

2. Die harmonische Polare lo eines Wendepunktes 2B 
enthält, wie wir wissen, die Berührungspunkte der drei 
übrigen Tangenten (außer der Wendetangente (jb selbst), 
welche sieh von 9B an die C'^l legen lassen. Ziehen wir 
nun durch SB zwei beliebige Strahlen, welche in aOi und 
hhi der C'"'* noch begegnen mögen, dann wird die har- 
monische Polare w dadurch zu finden sein, daß wir die 
beiden Punkte 

(ati, Ol fei) und (a6i, a^i) 
ermitteln, deren Verbindungslinie bekanntlich durch die 
vierten harmonischen Punkte zu 00^ und hbi, dem SB zu- 
geordnet, gehen muß, also die harmonische Polare iv ist. 

Lassen wir aber dem Strahle | oa^ | den Strahl | 6bi ] 
unendlich nahe rücken, so geht j ab | in die Tangente für Q, 
I ttjtii I in die Tangente für Q^ an der C'^> Über, der Schnitt- 
punkt beider Tangenten liegt also auf der harmonischen 
Polare, und es gilt der Satz: 

Zieht man durch einen Wendepunkt m der C«^) 
einen veränderliehen Strahl und in den beiden 
übrigen Schnittpunkten desselben mit der C" die 
beiden Tangenten, so bewegt sieh der Schnittpunkt 
derselben auf einer Geraden, der harmonischen 
Polare des Wendepunktes 2ß. 

Rücksichtlich eines Wendepunktes besitzt also die C^' 
dieselbe Eigenschaft, wie der Kegelschnitt rücksichtlieh 
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jedes Punktes der Ebene und der ihm zugehörigen 
Polare. 

Zieht man insbesondere durch SB eine WendepunktsUnie^ 
welche also zwei weitere Wendepunkte der C*" enthält, so 
müssen die Wendetangenten derselben sich auf der har- 
monischen Polare des ersten Wendepunkts schneiden, also; 
Der Schnittpunkt zweier Wendetangenten liegt 
auf der harmonischen Polare des dritten Wende- 
punkts, in welchem die Verbindungsiinie der beiden 
ersten Wendepunkte der C'^l begegnet. 

Zieht man durch einen Wendepunkt SS der C' drei 
beliebige Sekanten 

ISStSi, |3SSl'S8'l, i3SSl"a3"|, 
so können diese als eine ausgeartete Kurve dritter Ordnung 
aufgefaßt werden; die neun Durchschnittspunkte derselben mit 
der C'-^'> haben nun die drei Punkte 9S, 3S, 33 (zusammen- 
fallend) auf einer Geraden, folglich müssen die sechs übrigen 
auf einem Kegelschnitt liegen, also: 

Zieht man durch einen Wendepunkt einer C^' 
drei beliebige Sekanten 

■2S31SI, i589t'S8'|, \m%"^"\, 
so liegen die sechs übrigen Durehschnittapunkte 
derselben mit der C"' auf einem Kegelschnitt, 
dessen Polare von dem Punkte Sffi die harmonische 
Polare des Wendepunkts SB ist. 

Liegen insbesondere S(, 3t', 21" auf einer Gera'Ien, so 
müssen auch ®, ®', Sß" auf einer Geraden liegen. Hieraus 
ergiebt sich der Satz: 

Schneidet eine beliebige Gerade die (7<^* in den 
drei Punkten 3t, 21', 2(" und werden dieselben mit 
einem Wendepunkt 3B durch drei Strahlen ver- 
bunden, so liegen deren dritte Schnittpunkte auf 
einer zweiten Geraden, und der Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden ist ein Punkt der harmonischen 
Polare des Wendepunkts 2B. 

3. Ist äS ein Wendepunkt der C"> und w seine har- 
monische Polare, so wird für einen durch 3ä gezogenen 
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Strahl I 2B^S \ die Tangente in Sl die Gerade w in dem- 
selben Punkte ^ treffen, wie die Tangente in S9, wie wir 
in 2. gesellen haben; also wird auch umgekehrt, wenn von 
einem Punkte 3ß der Geraden ig eine Tangente | 5ß9( | an 
die (7'^' geht, noch eine zweite Tangente ] ^^ | an dieselbe 
geben müssen, so daß die Berühmngssehne [ StSß | durch Ifö 
geht. Geht aus $ noch eine andere Tangente |$3t'[ an 
die C^>, so wird auch noch eine weitere Tangente |^SS'| 
an die C*' gehen, sodaß |§t'S8'| ebenfalls durch SOS geht, 
tind geht endlich aus ^ noch eine dritte Tangente | ^21" \ 
an die C"\ so wird noch eine andere Tangente [ ^ffi"j an 
dieselbe gehen, sodaß |St"S"| auch durch SB geht. Die 
sechs Tangenten, welche sieh im allgemeinen aus t'inem 
Punkte 5p der Geraden w an die C" legen lassen, zerfallen 
also in drei Paare 

|9|J?(|und|?ßS5|, I^St'lund *BSS'|, | ^3(" [ und | ^Sß" |, 
und die drei Berührungasehneu 

|S158|, |?1'93'|, |3t"93"| 
gehen durch denselben Punkt W. 

Da nun, wie wir wissen, die sechs Punkte 3f, SJ, 2(', ^', 
SC", SS" auf einem Kegelschnitt liegen müssen (2.), der die 
konische Polare ^i^' des Punktes ?|J ist, so bilden die vorigen 
drei Strahlenpaare eine Strahleninvolution, deren Doppel- 
strahlen die beiden Geraden | ^^ | und w sind. Für diesen 
Kegelschnitt sind also SB und w Pol imd Polare, Wir 
können also den Satz aussprechen: 

Für alle Punkte 5ß der harmonischen Polare w 
eines Wendepunkts 3B bilden die konischen Polaren 
?ß<^i ein Kegelschnittbüsehel, welches 9B und w ge- 
meinsam zu Pol und Polare hat. Die geraden Po- 
laren für alle Punkte ^ von tv laufen daher sämt- 
lich durch den Wendepunkt SB. 

4. Aus der Konfiguration der Wendepunkte, Wende- 
punktslinien und Wendepunktsdreiseite, wie wir sie in 
§ 28, 4. zusammengestellt hahen, lassen sich nun auch die 
harmonischen Polaren der neun Wendepunkte herstellen 
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vermittelst der Eigenschaften des vollständigen Vierecks, 
Da nämlicli durch SB} die beiden Strahlen 

gehen, so müssen in dem vollständigen Viereck 

die beiden Diagonalpnnkte 

(W^W„ Bf 33^ ) = («„«,) 
verbunden die liarmonische Polare des Wendepunkts 22^ 
geben, weil sie zwei Punkt« von dem Orte aller vierten harmo- 
nischen Punkte auf den durch SEBJ gezogenen Strahlen sind. 
Diese Punkte («(at'g), (fgiig) sind aber gleichzeitig zwei 
Ecken von Wendepunktsdreiseiten, deren vrir die vier haben 

Bezeichnen wir daher die zwölf Ecken dieser vier 
Wendepunk tsdreiseite 

so werden sich aus diesen zwölf Punkten zu je vieren die 
harmonischen Polaren 



der Wendepunkte Sö^^ zusammensetzen lassen, wie folgt 

w\^\®,%,U,^,\, wi^l'B^Z^Vi,^], wl'-l^^X.Xi^^i, 

Hieraus gehen aber wieder die zwölf Punkte @,, %,, 
Ui, SB; in der Weise hervor 
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Dies läßt sieh in Worten folgendermaßen aussprechen: 
Die neun harmonischen Polaren der Wende- 
punkte einer C'^' gehen zu je dreien dareh die zwölf 
Ecken der vier Wendepunktsdreiseite, sodaß jede 
harmonische Polare yier von den Ecken der Wende- 
punktsdreiseite enthält. Die harmonischen Polaren 
solcher drei Wendepunkte, welche auf einer Geraden 
(Wendepunktslinie) liegen, schneiden sich allemal 
in einem Punkte, nämlich in der Gegenecke des- 
jenigen WendepunktadreiseitSj von welchem jene 
Gerade eine Seite ist. Die nenn harmonischen Po- 
laren bilden eine ganz, analoge Konfiguration, wie 
die Wendepunkte selbst, indem nur die eine der 
andern dual gegenübersteht. Der Zusammenhang 
beider Konfigurationen ist derartig, daß die Wende- 
punktsdreiseite der ursprünglichen Konfiguration 
identisch zusammenfallen mit den analogen Drei- 
ecken der dual gegenüberstehenden, indem die 
Ecken dieser vier Dreiecke die Gegenecken jener 
vier Dreiseite sind. 

Hieravm folgt denn auch, daß die neun harmonischen 
Polai-en hinsichtlich ihrer Realität und gegenseitigen Lage 
sich genau ebenso verhalten, wie die Wendepunkte selbst, 
also z. B.: 

Die drei harmonischen Polaren, welche durch 
eine Ecke eines Wendepunktsdreiseits gehen, bil- 
den mit den beiden Seiten des Dreiseita in dieser 
Ecke ein äquianharmonisehes System von fünf 
Strahlen, indem die drei ersteren die cyklisch-pro- 
jektiven Elemente und die beiden letzteren die 
Doppelelemente des Systems sind. 

5. Betrachten wir ein Wendepunktsdrei seit und eine der 
übrigen Wendepunktslinien, z. B. 
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s, , Sj, Sji und (j, 
so bilden dieselben ein vollständiges Vierseit, dess 
Paar Gegenecken sind 

©, und SB' 



die Strahlenpaare, ^yelehe von %^ nach diesen drei Paar 



e Strableninvolution, 



Gegeneeken gehen, bilden bekanntlich e 
deren Strahlenpaare sind 

wj und i^.as;!, 

die Gerade ij = | 3B| SEßJSB^ j wird also von den drei har- 
monischen Polaren t(i[, tv^^, ^vi^ in solchen drei Punkten ge- 
troffen, welche konjugiert sind den Punkten SßJJ, SB^, SS^ 
und mit diesen drei Punktepaare eine Punktiuvolution 
bilden, also: 

Eine Wendepunktslinie, welche drei Wende- 
punkte enthält, wird von den drei .harmonischen 
Polaren derselben in drei neuen Punkten getroffen; 
die drei Punktepaare gehören einer Involution an. 

Diejenigen neun Punkte, in welchen die Tangenten der 
Wendepunkte (Wendetangenten) von den ihnen zugehörigen 
harmonischen Polaren getroffen werden, Kegen bekanntlich auf 
der Hesseschen Kurve if'% weil sie die Doppelpunkte 
solcher Linienpaare sind, in welche die konischen Polaren 
der Wendepunkte ausarten; und es sind immer ein Wende- 
punkt SS und der Schnittpunkt (faj, w) ein Paar konjugierte 
Punkte für die H^'K 

Wir haben aber gesehen, daß die Wendepunkte der C<^> 
gleichzeitig Wendepunkte der -H>*> sind und daß ein Wende- 
punkt der //<^' ein solcher Punkt ist, welcher gleichzeitig 
Tangenti alpunkt für seinen konjugierten Punkt ist. Hieraus 
folgt, daß der Wendepunltt 25 Tangenti alp unkt sein muß 
zu dem Schnittpunkte {f^, w) für die II"''*, also muß die 
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Tangente % die Hessesehe Kurve H'-'''* in diesem Schnitt- 
punkte (%, w) berühren. Da.her erhalten wir den Satz : 

Die Wendetangenten der C^^ berühren ihre H'-^* 
in denjenigen Punkten, in welchen jede Wende- 
tangente von der harmonischen Polare ihres Wende- 
punkts getroffen wird. 

Die Hessesche Kurve H'-^> und die Cajleysche Kurve 
.£'*''> stehen in derselben Beziehung zueinander, wie die 
früher von uns betrachtete uraprlingliche Kurve C-^' und 
die zu ihr gehörige S*»' (§ 7, 5.). 

Die Kurven W^ und K^^> berühren sicli also in 
den neun Punkten, in welchen sie sich begegnen, 
nämlich in den konjugierten Punkten zu den Wende- 
punkten der H^^\ welche zugleich die Wendepunkte 
der Cl^" sind. 

Die zu den gemeinschaftlichen Tangenten der H'-^* und 
Ä"'"' in ihren neun Berührungspunkten konjugierten Tan- 
genten sind, wie wir wissen, die Rückkehr tan gen ten der 
K^^\ Da nun die Wendetangenten der C'^'> in denjenigen 
Punkten berühren, in denen sich Ä'^' und K^'^' begegnen, 
und die konjugierten Tangenten zu den Wendepunkten der 
C'^l für die Ä^'" die harmonischen Polaren w der Wende- 
punkte 3S sind, so schließen wir: 

Die harmonischen Polaren w der Wendepunkte 
23 einer 6'"^ sind die Rückkehrtangenten der Cay- 
leyschen Kurve K'^>, und die Berührungspunkte 
(Rfiekkehrpunkte der /fW) derselben sind diejenigen 
neun Punkte, in welchen die Wendetangenten % der 
fj(3) Yoj) ^eji harmonischen Polaren ihrer Wende- 
punkte getroffen werden. 

Hieraus folgt auch eine Bestätigung der schon vorhin 
(4.) gemachten Bemerkung, daß die neun harmonischen Po- 
laren eine analoge, nur dual gegenüberstehende Konfiguration 
bilden, wie die neun Wendepunkte selbst, weil die beiden 
Kurven .ff<^> und K^^^ einander dual gegenüberstehen, und 
den Wendepunkten der H^"> die Rückkehrtangenten der £'** 
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6. Nehmen wii- einen beliebigen Wendepunkt der C' 

SS*; 

und möge seine harmonische Polare die Wendetangente für 
^. in dem Punkte ^/, 

schneiden, dann sind SßJ^ und ^. nicht allein ein Paar kon- 
jugierter Punkte der Hesseschen Kurve 12'^', sondern es ist 
auch 3Ö* der Tangentialpunkt zu '^.. Da man nun durch 
. zwei solcher Paare konjugierter Punkte allemal ein drittes 
Paar konjugierter Punkte ableitet, so gelangt man zu einem 
innigen Zusammenhimge Kwischen den Punkten SB ^ und ^ . 
(i, fc=l, 2, 3), z.B. aus SB} und 2S^, deren konjugierte 
^l und 5ßJ sind, folgt 

(3B;SSf, «ß;sp?) = 3B^;, 

woraus hervorgeht, daß je drei Punkte 

laSJ^^^ß^!, |3B?^^$J|, aB'^i^^i 
auf einer Geraden liegen müssen. 

Wir erhalten hierdurch im ganzen 36 Gerade, deren 
jede zwei Punkte ^ und einen Wendepunkt SHJ enthält, was 
aus folgendem Schema hervorgeht: 

iaö;^j5ß;i, is^^^^p^]^ lasi^^se^i, 

|S^*ßJ^l!, ISB^^ß^spii^ laB^.iß^i:, 

isajj^ßj^^l, :aB^$;^||, lasfi^j^p^; 



j2ßl^l?||, !SSäf?a?äi- l33^?J?|, 

iSB^spi^ji, :aBf$j5ß^i, laBj^^^r, 

|SS=5ßi$^!, iSJ5ßf^^i, :2S^5ß3spii. 

|©15|i^^^i, !SB??^?^|, !2ß^^^5|3|,^ 



yGoosle 



g 39. ]JezieliungeQ zwischen den Wendepunkten etc. 



249 



von diesen 36 Geraden gehen durch jeden der neun Wende- 
punkte vier, dagegen durch jeden der neun Punkte ^^. acht 
Gerade, nämUch seine Verbindungslinien mit den acht übrigen 
^ß,; die 36 Geraden sind daher die "--^ = 36 Verbindungs- 
linien je zweier der neun Punkte ^. , und wir können sagen: 

Jede Verbindungslinie zweier Punkte '^. auf 
der U^^^ trifft dieselbe znm dritten Mal in einem 
Wendepunkte derselben, welcher zugleich ein Wende- 
punkt der Fundanientalkurve G'"' ist. Diese 36 Ver- 
bindungslinien schneiden sich zu je vier in den 
neun Wendepunkten der C*'. 

Wir können demgemäß das vorige Tahleau auch kürzer 
so darstellen: 





fi 


fl 


W; 


r. 


m 


?? 


r, fi 


r. 


5P! 


. |S!B;|ä8;|»; 


w,\w,\mi\w. 


SB| 


fl 


SBJS 


b; äs; 
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üb; 


aB^iaBjiSß! 


SB! 


r. 


S8S 


ai 
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SB?! . \mi 
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SEBä'SB! 
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SB| SB| 


mi 
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s^ s^ 
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ni 
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SBäiSBS? 


sb; 
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SB! 
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Sä 
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33*1331 
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SB| 


8BS 
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sBiJäs; 


SB" 


w. 


B| 


SB', 


»ä 


S8| 


sb; 
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SB! SB! 


2»! 


r. 


ni 


«s 


S8;jäg; 


»1 


S6f|SB|i»5 


. 



wo die Verbindungslinie zweier ^^, aus einer beliebigen 
Horizontal- und Vertikalreihe genommen den betreffenden 
Wendepunkt ^ßj/ aufweist, der auf dieser Geraden liegt. 

7. Ferner wissen wir, daß wenn drei Punkte einer Kurve 
dritten Grades fl*^' auf einer Geraden liegen, ihre drei kon- 
jugierten Punkte derartig beschaffen sind, daß in ihnen ein 
Kegelschnitt die fl<^' dreimal berühren kann, oder anders 
ausgedrückt, daß sie ein Tripel von Punkten der /f'^' bilden; 
ans der La^e der Wendepunkte SBJ^, schließen wir also auf 
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die Lage der Punkte ^ßj" (?, k = 1, 2, 3), welche sich ( 
zwölf Tripeln ordnen 



Da die sechs Punkte zweier beliebigen Tripel allemal 
auf einem Kegelsehnitt liegen, so liegen die neun Punkte 
5Jä^ 66mal (= -j-^-) au je sechs auf einem Kegelschnitt. 

Ea bilden auch noch auf andere Weise, nämlich immer 
zwei Wendepunkte und der zu dem dritten auf ihrer Ver- 
bindungslinie liegenden Wendepunkt konjugierte Punkt ein 
Tripel, z. B. 



n. s. f. :. a-Vs 

Wir erhalten also auf diese Weise 12.3 = 36 neue 
Tripel, und wenn wir diese untereinander oder mit den 
vorigen zu je zweien verbinden, so erhalten wir Kegel- 
schnitte, welche entweder vier Wendepunkte und zwei Punkte 
5ß; oder zwei Wendepunkte und gewisse vier Punkte $. 
enthalten, woraus eine große Menge neuer Kegelschnitte 
hervorgeht. 

§ 30. Über den Zusammeiihaug der PuBkte einer 6''=^* 
mit ihren zugehörigen Taiigentialpunlcten. 

1. Wir haben uns über die Lage und Reahtät der 
Wendepunkte einer C<^' (§§ 28 und 29) orientiert unter der 
Voraussetzung, daß die Kurve mindestens einen reellen 
Wendepunkt habe. Der Nachweis hierfür soll jetzt nach- 
träglich geliefert werden durch die Untersuchung des Zu- 
sammenhanges zwischen den Punkten der C"' und ihren 
zugehörigen Tang enti alpunkten. 
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Aus den allgemeinen Betrachtungen in % 16 geht her- 
vor, daß zunächst hei der einäugigen C'^', wenn wir in 
einem Punkte O derselben die Tangente Iq ziehen, welche 
zum dritten Mal in O', dem zu £) gehörigen Tangential- 
punkte, der C*^' begegnet, hei der Veränderung von O längs 
des ganzen kontinuierlich zusammenhängenden Zuges, auch 
der Punkt iD' längs desselben sich fortbewegen wird. 

Der Punkt C durchläuft aher den Zug zweimal, wäh- 
rend O ihn einmal durchläuft, weil aus jedem Punkte des 
Zuges zwei und nur zwei reelle Tangenten an denselben 
gehen. Halten wir nämlich einen Punkt 0^ ^^^ '-'''' ^^^^ 
und legen aus ihm die beiden reellen Tangenten an dieselbe, 
vfelche in D^ und Dg berühren, so teilen die beiden Punkte 
Dl und Dg den ganzen kontinuierlich zusammenhängenden 
Zug in zwei Gebiete; während der Punkt D das eine der- 
selben durchläuft von D^ bis O^, wird der zugehörige Tan- 
gentialpunkt von 0^ ausgehend wieder nach D„ zurück- 
kehren, indem er den ganzen Zug durchläuft, und wenn D 
das andere Gebiet von €)^ nach Di durchläuft, wird der 
zugehörige Tan gentialp unkt D' nochmals von D^ ausgehend 
den ganzen Zug durchlaufen und wieder nach D„ zurück- 
kehren. 

Um diese Behauptung zu rechtfertigen, wollen wir das 
eine Gebiet des Zuges zwischen Di und D^ das Gebiet {A) 
und das übrige von D^ bis Dj das Gebiet {B) nennen. 

Wenn nun ein veränderli(^her Punkt 3£ auf dem Zuge 
das eine Gebiet (Ä) von Dj nach D^ kontinuierlich durch- 
läuft, so muß der zugehörige Tangentialpunkt i£' von D,' 
ausgehend wieder nach D^ zurückkehren, also entweder den 
ganzen Zug kontinuierlich durchlaufen oder nur einen Teil 
desselben und dann wieder umkehren, um nach Dy zurück- 
gelangen zu können; weim aber K' etwa nur bis S.^ gelangte 
und dann wieder umkehrte, so würde er die von ihm durch- 
laufenen Punkte des Zuges zweimal erreichen, die übrigen 
gar nicht, d. h. aus jenen Punkten des Zuges gingen zwei 
reelle Tangenten an denselben, aus diesen keine; lassen wir 
dann den veränderlichen Punkt X das übrige Gebiet {B) 
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durchlaufen, so können wiederum zwei Falle eintreten, der 
zugehörige Tangenti alpunkt ;£' durchläuft entweder von O^ 
aüsgelieiid den ganzen Zug, was nicht möglich wäre, weil 
er dajin auch daa frühere Stück nochmals durchlaufen müßte, 
welches alle Punkte enthielte, aus denen drei Tangenten an 
die C<^' gingen, oder zweitens der Punkt S' läuft von DJ 
ausgehend nur ein Stück auf dem noch freien Teile des Zuges 
und käme umkehrend wieder nach Dg zurück. Dies ist aber 
auch nicht möglich; denn sonst blieben offenbar auf dem 
Zuge Punkte übrig, die keinmal von j£' erreicht würden, 
aus dene]i also keine reelle Tangente an den Zug ginge. 
Hieraus folgt, daß die frühere Annahme unzutreffend ist; 
vielmehr wird in der That, während X das Gebiet {Ä} 
kontinuierlich durchlauft, der zugehörige Tangentialpunkt 
S' den ganzen Zug kontinuierlich durchlaufen, ohne seine 
Bewegungsriehtung umzukehren, von D,' ausgehend und nach 
Dp wieder aurückkehvend; und während H das übrige Ge- 
biet (B) durchläuft, wird sein Tangentialpunkt X' dieselbe 
Bewegung zum zweiten Mal ausführen. 

2. Nun liegt der den beiden Punkten Dj und Dg ge- 
meinschaftliche Tangentialpunkt D^ entweder in dem Ge- 
biete (,4) oder in dem Gebiete (B) des Zuges. Liegt der 
Punkt Ofl in dem Gebiete (B), so muß, wenn 3£ das Ge- 
biet {Ä) durchläuft, der Tangentialpunkt K' um von DJ aus- 
gehend und ohne seine Bewegungsriehtung ändern zu können, 
nach Du zurückkehrend notwendig das ganze Gebiet (J) 
durchstreifen, mithin auch mindestens einmal mit ^ zu- 
sammentreffen auf diesem Gebiete. Wenn ein Punkt der 
6'<^l mit seinem zugehörigen Tangentialpunkt zusammentrifft, 
so wird er offenbar ein Wendepunkt der Kurve, 

Liegt also DJ auf dem Gebiete (ß), so enthält das Ge- 
biet {A) mindestens einen reellen Wendepunkt, und liegt 
umgekehrt D^ auf dem Gebiete (^i), so enthält notwendig 
das Gebiet {B) mindestens einen reellen Wendepunkt der 
Kurve. 

Unter allen Umständen enthält also der ganze Zug der 
einzügigen C'"^' mindestens einen reellen Wendepuubt; 
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daraas folgt aber, wie wir in § 28 gesehen, die Realität 
dreier und alles "Übrige. Ein Wendepunkt der C^' hat die 
charakteristische Eigenschaft, drei unendlich nahe aufeinan- 
der folgende Punkte 1, 2, 3 der Kurve und die Wende- 
tangente in demselben, zwei aufemander folgende unendlicii 
nahe Tangenten 1 2 | und | 2 3 ] zu yereinigen. Für die 
Tangente [ 12 | ist 3 der zugehörige Tangentialpunkt, für 
die Tangente ; 2 3 | wird 1 der zugehörige Tangentialpunkt. 
Indem beim Durchgange durch den Wendepunkt Berührungs- 
punkt und Tangentialpunkt zusammenfallen, wird also, wenn 
der Berührungspunkt die Bewegungsrichtung von 1 durch 2 
nach 3 einschlägt, der zugehörige Tangentialpunkt die Be- 
wegungsricbtung von 3 durch 2 na.ch 1, d. h. die entgegen- 
gesetzte Bewegungsriehtung einschlagen müssen. Da nun, 
wie wir gesehen haben, bei der Bewegung eines Punktes 
längs des ganzen kontinuierlichen (im Unendlichen zusammen- 
hängenden) Zuges in einer bestimmten Bewegungsrichtung 
mit seiner Tangente, auch der zugehörige Tangentialpunkt 
eine bestimmte Bewegungsrichtung einschlägt und dieselbe 
nicht umkehren kann, so wird überhaupt, wie dies beim 
Durchgange durch den Wendepunkt der Fall ist, bei kon- 
tinuierlicher Bewegung der Tangente längs des Zuges, der 
Tangentialpunkt die entgegengesetzte Bewegungsriehtung 
haben, wie der Berührungspunkt. 

Da nun die Punkte D^ und O^, welche denselben Tan- 
gentialpunkt Dfl haben, den ganzen Zug in die beiden Ge- 
biete {A) und (B) zerlegen, so wird, falls der Punkt DJ auf 
dem Gebiete (B) liegt, wenn der Punkt S. das Gebiet (Ä) 
von O^ nach Dg durchläuft, der Tangentialpunkt S' in ent- 
gegengesetzter Bewegungsrichtung das Gebiet von D^ nach 
O^ durchlaufen, also nur einmal mit dem Punkte 2£ zu- 
sammentreffen können; das Gebiet {B) dagegen wird durch 
den Punkt D^ in zwei Teile zerlegt, zwischen D^ und D^ 
und zwischen Ol und Ogj in jedem der beiden Teile muß 
der Punkt 3£ seinem in entgegengesetzter Richtung laufenden 
Tangentialp unkte X' einmal begeguen. Es liegen also auf 
dem Gebiete {B) zwei Wendepunkte, auf dem Gebiete {Ä) 
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ein Wendepunkt, und dies sind die drei einzig reellen 
Wendepunkt« (welclie in gerader Linie liegen). In dem 
andern Falle, wenn D,' auf dem Gebiete {A) liegt, ist es 
gerade umgekehrt. 

Die Punkte Cj und 0^ sind konjugierte Punkte der 
einzügigen C''>, weil sie denselben Tangentialpunkt haben, 
und zwar des einzigen Systems, welches auf ihr reell 
existiert. Wir schließen also: 

Zwei konjugierte Punkte der einzügigen Cß^' zer- 
legen den ganzen kontinuierlichen (im Unendlichen 
zusammenhängenden) Zug derselben in zwei Ge- 
biete, deren eines den gemeinsamen Tangential- 
puukt enthält. Auf dem Gebiete, das diesen nicht 
enthält, liegt allemal nur ein reeller Wendepunkt 
der 6''ä>; das andere Gebiet wird durch den Tangen- 
tialpunkt in zwei Teile zerlegt, deren jeder einen 
reellen Wendepunkt enthält. Dies sind die drei 
einzig reellen Wendepunkte der einzügigen C^'. 

Wir bemerken noch, daß bei der einzügigen C'^i wäh- 
rend der Bewegung einer Tangente längs des kontinuier- 
lichen Zuges Berührungspunkt und Tang entJalp unkt immer 
entgegengesetzte Bewegungsricht-ung haben, wie wir ge- 
sehen haben; dagegen haben zwei konjugierte Punltfce immer 
dieselbe B ewe gunga rieh tun g auf dem Zuge, Denn mit 
einem Punkte, der sich, kontinuierlich auf dem Zuge in 
einer bestimmten Bewegungsrichtung fortbewegt, wird sich 
auch der konjugierte Punkt in bestimmter Bewegungsrichtuug 
kontinuierlich fortbewegen, ohne dieselbe umkehren zu 
können. 

Wenn diese beiden Bewegungsrichtungen entgegenge- 
setzt wären, so müßten sich daher notwendig die beiden 
konjugierten Punkte einmal begegnen, also zusammenfallen, 
was bei einer C'^) ohne Doppelpunkt, wie wir sie voraus- 
setzen, nicht möglich ist. Teilt also einmal ein Paar kon- 
jugierter Punkte Dl, O2 den Zug in die Gebiete (Ä) und {ß), 
so hat jeder Punkt auf dem Gebiete {Ä) seinen konjugierten 
Punkt auf dem Gebiete (B) und umgekehrt. 
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3. Bei der zweizügigea 6''^>, welche aus einem paaren 
Zuge (Oval) und einem unpaaren Zuge (Serpentine) bestellt, 
wird jede Tangente dea paaren Zuges ihren Tangentialpunkt 
auf dem unpaaren Zuge haben; es kann also niemals ein 
Berührungspunkt auf einer Tangente des paaren Zuges mit 
seinem Tangentialpunkt zusammenfallen, und daher auch 
niemals ein Wendepunkt auf dem paaren Zuge liegen. Da- 
gegen hat jeder Punkt des unpaaren Zuges seinen Tangen- 
tialpunkt -wiedei* auf dem unpaaren Zuge; die reellen Wende- 
punkte der zweizügigeu C'<^' können also nur auf dem un- 
paaien Zuge liegen. Da nun durch jeden Punkt des un- 
paaren Zuges zwei reelle Tangenten an den paaren Zug 
gehen, welche hier nicht in Betracht kommen, und zwei 
reelle Tangenten an den unpaaren Zug gehen (§ 16), wie 
bei der einzügigen C"', so findet hier für den un- 
paaren Zug der zweizügigen C'"' genau dasselbe Verhältnis 
statt wie vorhin bei der einzugigen, nur mit dem Unter- 
schiede, daß die Berührungspunkte des ans einem Punkte 
des unpaaren Zuges an denselben gehenden Tangentenpaares 
nur in einem der drei Systeme konjugierter Punkte auf der 
zweizügigen C' enthalten sind. Das Ergebnis der Unter- 
suchung rücksichtlich der Ermittelung der drei reellen 
Wendepunkte bleibt aber bestehen, nämlich: 

Eine zweizügige C<*> hat ihre drei reellen Wende- 
punkte nur anf dem unpaaren Zuge; aus einem be- 
liebigen Punkte D desselben gehen zwei reelle 
Tangenten an ihn, welche in O, und D^ berühren 
und den Zug in zwei ßebiete zerlegen, deren eines 
den Punkt enthalt; dasjenige, welches ihn nicht 
enthält, hat einen reellen Wendepunkt, das andere 
zwei reelle Wendepunkte, deren einer auf dem 
Teile zwischen O und Dj, der andere auf dem Teile 
zwischen und Dj liegt.* 

* Vergl. H. Durfege; „Über die Formen der Kurven dritter 
Ordnung", Borchardts Journal f. Math. Bd. 76, S. 153. 
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§ 31. Das Steiuevsche Scliliefsxingspvobleni 
für die CA^\ 

i. In einiir am 27. November 1845 in der Akademie 
der Wisseiisehaften zu Berlin gehaltenen Vorlesung stellte 
Steiner"^ einige Sätze Über die Kurve dritter Ordnung auf, 
welche wenig Beachtung fanden, bis sie durch Clebsch** 
eine ebenso elegante, wie durch die angewendeten Prinzipien 
bedeutungsvolle analytische Losung erhielten. Eine rein 
geometrische Behandlung und Erweiterung wurde ihnen erst 
ZK Teil durch Küpper*** und Schoute*', endlich eine Über- 
tragung auf die räumliehe C"^*' durch Eberhard.'''^' Der 
wohl zuerst durch Küpper aufgedeckte einfache geome- 
trische Ursprung dieser Satze schließt sieh so naturgemäß 
an die hier entwickelten Pundamentaleigenschaften der C' 
an, daß wir auf ihre Darstellung nicht verzichten dürfen. 

Gehen wir von zwei festen Fnndanientalpunkten ^ 
und D der C'*^' aus und beginnen ein Polygon, 2w-Eck, der 
C' einzubeschreihen, dessen Seiten abwechselnd durch ^ 
und Qr gehen, so konstruieren wir folgendermaßen: 

Von einem beliebigen Anfangspunkte 3(^ der C'^' ziehen 
wir I 9(i^ I, welche Gerade die Kurve zum dritten Mal in 
Si trifft, dann ziehen wir die Gerade j S8iD|, welche in ^I^ 
die CP' trifft, weiter :%^], die in SS^ trifft, \^,£i\, die 



* J. Steiner: „Geometi-ische Lehrsätze", Crclies Journal f. Matli. 
Bd, XXSn, S. t82. 

** A. Clebsch: „Über einen Satz von Steiner und einige Punkta 
der Theorie der KuiTen dritter Ordnung", Borthardta Journal f, Math. 
Bd. LSIII, S, 94. 

*** K. Küppei't „Über die Steinerscten Polygone auf einer Kurve 
dritter Ordnung und damit zusammenliäi^eiide Sätze aus der Geometrie 
der Lage", Klein u. Mayef, Math. Ann. Bd. XXIV, S. 1, 

t P. H, Schoute: „Die Steinerschen Poljgone", Kroneckers 
Journal f, Math. Bd. XCV, S. lOB. 

tf V, Eberhard; „Die Eaumkurven vierter Ordnung erster und 
aweitet Speciea in ihrem Zusammenhang mit den Steinerschen Schliefi- 
ungsprohlemen bei den ebenen Kurven dritter Ordnung", Schlömilchs 
Zeitschi-, f. Math, u, l'hys, Bd. XXXII, S. 65, 
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in % trifft u, s. f., bis I SU^ 1 in S„ und | S„D j in St^^i 
der C' begegnet. Dann wird im allgemeinen bei beliebiger 
Wahl der Fundamentalp unkte ^, Q und des willkürliehen 
Anfangspunktes der letzte Punkt %i^i mit dem ersten \ 
nicht zusammenfallen; der Steinersche Satz sagt aber 
aus, daß wenn dies einmal stattfindet, es immer 
stattfinden muß, wo man auch den Anfangspunkt 
^1 auf der C«i wählen mag bei festgehaltenen l'uu- 
damentalpunkten ^, D. Das 2M-Eck 
2(, SS, 9^3 58,31,... 3U«„ 
sehließt sich also immer, wenn es sich einmal schließt. 

2, Der Beweis dieses schönen Satzes ist eine unmittel- 
bare Folge des bekannten Satzes (S. 56): 

„Schneidet eine Gerade die C<"' in den drei Punkten 
9t, ^, S und eine zweite in St', Q, S8', so treffen die drei 
Verbindungslinien \'ä%'\, \^^\, ;58S'| die d^^ in drei 
neuen Punkten einer Geraden." 

Konstruieren wir nämlich ebenso wie vorhin das 2H-Eck 
%^,%^^ . . . %„^,, 
indem wir von 91^ ansgiagen, ein zweites 2«-Eek 



indem wir von einem andern Paukte 9l| ausgehen, imd 
nehmen wir an, daß das erste 2ji-Eck sich schließt, also 
9(„4.i = 9Ii wird, so zeigt sich, daß auch das zweite sich 
sehließen muß und zwar mit gleicher Anzahl der Ecken. 

Denn wir haben nach der angegebenen Konstruktion 
immer folgende je drei Punkte der C" auf einer Geraden 



9li?ß58i, aj.DSta 



^S^, 






i:d9] 



9t;^^;, 5b;q31,;+i. 
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Jetzt folgt ans den beiden Geraden 



nach dem obigen Satze, daß die dritten Schnittpunkte der 
Geraden j^.W^i, p^JD |, \^,^[\ mit der C<3> auf einer 
neuen Geraden liegen müssen, und ebenso aus den beiden 
Geraden 1^,033,1, 

daß die dritten Schnittpunkte der Geraden l^sStH, 1 D5ß |, 
I 58^ SJ I mit der 6'"" auf einer neuen Geraden liegen, müssen; 
diese ist aber mit der vorigen identisch, weil sie zwei 
Pimkte mit ihr gemein hat; ihr dritter Schnittpunkt mit 
der C'3) muß also sowohl auf jti9(;i, als auch auf {%%[; 
liegen, folglich muß der Schnittpunkt 

ein Punkt der C'« sein. 

In gleicher Weise folgern wir, daß der Schnittpunkt 

ein Punkt der C<^> sein muß. 
Aus den Geraden 

folgern wir in gleicher Weise, daß auch der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^> sein muß. Ferner sehen wir, wie vor- 
hin, daß (Slati, 2(^910 = Ol 
ein Punkt der C*^' sein muß und schließen aus den Geraden 

daß auch der Schnittpunkt 

ein Punkt der C^' sein muß. Indem wir auf diese Weise 
zu sehließen fortfahren, erkennen wir endlich, daas der 
Schnittpunkt 
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ein Punkt der 6'**' sein muß. Wenn nun das erste ÜM-Eck 
sieh schließt, also 

2I«+i ■-- % 

wird, so kann die Gerade jD^^-iStil nur noch in einem 
einzigen dritten Punkte der C' "begegnen, es muß also 

sein, d. b, auch das zweite Polygon muß sich mit gleicher 
Seitenzahl 2n achließen, und da der neue Anfangspunkt SIJ 
ganz willkürlieh auf der C'** angenommen war, so schließt 
sich jedes in der angegebenen Weise konstruierte 2w-Eck, 
sobald sich nur einmal ein solches schließt, wodurch der 
Steinersche Satz bewiesen ist. 

3. Für zwei beliebig auf der C'^> gewählte Fundamental- 
punkte ?|J, D wird offenbar ein Schließen des Steinerschen 
2M-Ecks nicht stattfinden, sondern die Punkte 9|J, Cl sind 
einer gewissen Bedingung unterworfen, damit ein Schließen 
stattfinde, welches dann unabhängig ist von der Wahl des 
Anfangspunktes für das 2«-Eck. Wir können aber, wenn 
wir einmal ein Punktepaar 5ß, D von der verlangten Eigen- 
schaft haben, unendlich ifiele andere Paare von gleicher 
Eigenschaft ableiten, indem wir irgend einen Punkt © der 
C** nehmen, ihn mit ^ und O verbinden und die dritten 
Schnittpunkte ^' und O' aufsuchen. Liegen nämlich je drei 
Punkte 

©^?|J', ©OD' 

auf einer Geraden, und bilden wir von einem Anfangspunkte 
%^ aus rüeksichtlich des Punktepaares ^Q das Steiner- 
sche 2w'Eek, welches sich schHessen soll, und von einem 
beliebigen andern Anfangspunkte 3l[ aus rüekaichtlich des 
Punktepaares ^'C nach gleicher Vorschrift ein Polygon, 
so muß, wie wir sofort sehen, auch dieses sich schließen 
und ein 2M-Eck sein. 

Wir haben n'ämUch gemäß der vorgeschriebenen Kon- 
struktion je drei Punkte auf einer Geraden 
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Dann folgt aus den Paaren von Geraden 

weil |$$'| und ■ Q0' | denselben driikeu Scbnittpirnkt © 
auf der C^^' habeu sollen, daß aocb der Punkt 

auf der C'*' liegen muß; in gleicher Weise folgt, daß aucb. 
der Schnittpunkt 

auf der C^' liegen muß, also derselbe Punkt O sein wild, 
weil 1 SlaSlä I nur noch in einem dritten Punkte die C'^* 
schneiden kann, und indem wir so fortfahren, erkennen wir, 
daß auch der Schnittpunkt 

derselbe Punkt D der C*^* i^eiii muß; wenn nun das erste 
2w-Eck sich schließt, also 

%+, ■ ■ ^1 
wird, so muß, weil die Verbindui^slinie jenes Punktes mit 
^1 nur noch in einem dritten Pvmkte der C**' begegnen 
kann, aucb ., _ -, 

sein, also muß aucb das zweite Polygon für das Paar von 
Pundamentalpunktcn ^' D' sich schließen; mithin haben 
^', D' die gleiche Eigenschaft wie ^, D, also gilt 
der Satz: 

Wenn ein Punkfcepaar ^D .der Ct*' die Eigen- 
schaft besitzt, ein Stelnersches 2ji-Eck zu liefern, 
welches sieh sebließt gemäß der vorgeschriebenen 
Konstruktion, wie aucb sein Anfangspunkt ge- 
wählt werde, und man projiciert das Punktepaar 
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$0, von einem beliebigen Punkte @ der C'^' aus in 
ein neues Punktepaar ^'C, so besitzt dieses die 
gleiche Eigenschaft wie ^Q. 

Man kann also aus einem Punktepaar ^D unendlich 
viele andere ableiten. Gleichzeitig ersehen wir, daß die 
Punlite 5|S und £l eines Paares miteinander vertauechbar 
sind; denn schneidet die Verbindungslinie |^0 die C-^^ 
zum dritten Ma! in @, und projizieren wir von © aus den 
Punkt ?ß auf die C'<^', so erhalten wir den Punkt Q; pro- 
jizieren wir aber D, so erhalten wir $, also geht das Paar 
^D in das neue Paar 0?|J über, was auch selbstverständlicb 
ist, weil für 9t,j.i ■— %, bei Vertauschung von 5p und Q das 
2)i-Eck nur in entgegengesetztem Sinne durchlaufen wird. 

Wir sehen ferner aus unserm Schema 



weil $ und D von SS^ aus in die Punkte ^I^ und 91^ pro- 
jiziert werden, daß auch %,%^ ein Steinersches Punkte- 
paar in dem früheren Sinne ist, ebenso Sf^ und 31^, ^j und 
St^ u. s. f., St;, und SIjj feraer weil ^ luid Q von 9(j ans in 
die Punkte 95, und 58^ projiziert werden, so sind auch SSj 
und ©2, ebenso S8^ mid 93.^ u. s. f , S8« und ^i Steinersche 
Punktepaare, wie die ursprünglichen ^ und Q, Aus der 
vorigen Herleitung ergiebt sich noch ein weiteres Resultat, 
welches einen gewissen Zusammenbang liefert zwischen 
zwei beliebigen in der geforderten Art konstruierten 2n- 
Ecken 

und 

von denen das erste aus dem Steinerschen Punktepaar $D, 
das zweite aus $'C hervorgeht, wo ^', D' durch Pro- 
jektion von @ aus gefunden sind, indem je drei Knrvenpunkte 
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®?ß^', ©OD' 
auf einer Geraden liegen. Sind die Anfangspunkte St, und 
S![ willkürlicli auf der C(^> gewählt, so aebneiden sich alle 
Verbindungslinien 

]%,%[', \%%', [%'iüi\, ■■; '^ML: 
in einem und demselben Punkte St^ der Kurve; und ebenso 
aucb alle "Verbindungslinien 

|s,58;i, isg^sß^i, IS393;,, ..., \^Mi 

in einem und demselben Punkte 50,, der Kurve, und die drei 
Punkte %y, SÖfl, @ liegen auf einer Geraden, denn aus den 
vorigen Paaren von Geraden 

It^Sjl, ISEsC^il, 

läi;?ß'58,'j, ia;D'«;i 

folgt, daß der diitte Scbnittpunkt der Verbindungslinie 
I Stp® li ^^^ ^^ ®u nennen wollen, auf | SSi^SJ I liegen muß; 
in gleicher Weise aber aucb auf I ®ä®a ') I ^3^;' ' '"■■ ^- f- 

Die ungeradstelligen Ecken beider 2«-Eeke bilden also 
für sich zwei si-Ecke, welche perspektiv liegen rüeksicbt- 
lich eines gewissen Punktes der C'^' und die gerad stelligen 
ebenfalls zwei perspektiv liegende w-Ecke. 

4. Aus der eigentümlichen Lage eines solchen 2M-Ecka, 
wie wir es vermittelst aweier Eimdamentalpunkte ^ , Q kon- 

«jSp»,, 8,D«„ 



sup®., e.ng .+., 
«.+.--= a, 

ergiebt sich ein weiterer ZEsammenbang KWisclien den 
geradstelligen und ungeradstelligen Ecken; denn wir haben 
allgemein je drei KurTenpunkte am einer Geraden: 
1«, SpSB.i, |a,+,DS,i, 

woraus folgt, daß der Schnittpunkt 
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1) (%Mk + „ ^J:% + l) 

auf der C^' liegen muß; ebenso folgt aus den Geraden 

daß der Schnittpunkt 

ebenfalls ein Punkt der C"* sein muß; und endlich folgt 
aus den Geraden 

daß der Schnittpunkt 

ebenfalls auf der C^^' liegen muß, wie auch die Tndices 
ijk innerhalb der Zahlenreihe 1, 2, 3, ..., n gewäblt werden 
mögen. 

Aus 1) folgt für 7c = » + 1, daß der dritte Schnittpunkt 
der Verbindungslinie | St;9t,+B [ der Tangentialpunkt zu 
^^4-1 sein muß, aus 2), daß in gleicher Weise der Schnitt- 
punkt von |95;S;+2[ der Tangentialpunkt zu S8;-f-i sein 
muß. Aus 3) folgt, daß die Verbindungslinien 

sämtlich durch einen und denselben festen Punkt der 6'*^' 
gehen müssen. 

5. Für ein willkürlich gewähltes Punktepaar 5p Q auf 
der C^* wird sich im allgemeinen ein nach der vor- 
geschriebenen Art konstruiertes Steinersches 2n-Eck nicht 
schließen. Die Bedingung' dafür, daß es sich einmal, also 
immer schließt, wo auch der Anfangspunkt gewählt werden 
mag, geht aus der Konstrulftion selbst hervor; in dem ein- 
fachsten Falle für n = 2, also für ein Viereck haben wir 
Ana Punktepaai- die Seiten des Vieracks 
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Da es sich immer schließt, wo wir auch den j 
punkt wählen mögen, so wollen wir den Anfangspunkt SC^ 
nach 5(ä verlegen, dann wird S^ i":; Sß^ der Tangentialpunkt 
zu «p; wegen ! «iQSt, i schneidet ' ^,£i\ in %, and 
wegen jSSäS^SIil schneidet j ^D j iü «3. Da also die 
beiden Geraden 

die C'^ä' in je drei Punkten durchschneiden, der dritte Schnitt- 
punkt von ISlgSßgi aber 5ß ist, der dritte Schnittpunkt von 
; $i$ j ebenfalls ^ ist, so muß die Verbindungslinie | JQD ] 
in ^1 schneiden, also ^^ auch der Tangentialpunkt Q^ für 
O sein; mithin 5ßi := D^, also ^ und D müssen denselben 
Tangentialpunkt haben. Dies ist die Bedingung für das 
Punktepaar ^ßO, damit ein Sfceinersches Viereck möglich 
sei; und umgekehrt: Wenn ^ und D denselben Tan- 
gentialpunkt haben (oder wie wir uns früher ausgedrückt 
htiben, ein Paar konjugierter Punkte der C^' sind), dann, 
ist für dieselben immer ein Steinersches Viereck 
möglich. 

Für das Sechseck haben wir 

(laa Pujiktepaar die Seiten des Scchsec!« 

Verlegen wir auch hier den willkürlich zu wählenden 
Anfangspunkt 9Ii nach ^, also % r; ^, dann folgt S3i e= %, 
Tangentialpunkt zu 5ß; und aus j ^liClSßäj folgt 33, als der 
dritte Schnittpunkt von '; $0 ',, also haben wir die beiden 
Geraden 

Nennen wir also D^ den Tangentialpunkt zu D und 
@ den dritten Schnittpunkt von | Stg^Sa 1, so folgt, daß 
5J, Ol, ® auf einer Geraden liegen müssen. Nun wissen wir 
aber aus 4., daß die drei Geraden 
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\%,^3,, %^,,, \%^,\ 
sich in demselben Punkte @ der C'*^' schneiden müssen, 
also liegen %e%, 

auf je einer Geraden; da aber | ^@ | in D, schneidet, so muß 

sein, und da '. 5ß^,j' in \ sehneidet, so niuB 

sein, und da ; ^,® ' -:: \ S^,%^ ] = | S,3Io : in Q sehneidet, 
so muß %^^.^ 

sein; folglich müssen sieh j ^jD | und | ^D, | in ® auf der 
C^' schneiden, und dies ist die gesuchte Beclinguug für das 
Punktepaar ?|JD: 

Sind für ^ und £l die zugehörigen Tangential- 
punkte 5ß, und O,, und liegt der Schnittpunkt 

auf der (J'-^\ so sind 5ßQ die Fundamentalpunkte 
für ein Steinerschea Secheeck. 

Wir sehen, ivie sich diese Betrachtung fortsetzen läßt 
und sich die von Steiner noch für das Zehneck angegebene 
Bedingung in analoger Weise ergiebt. 

6. Zwischen den Fundamentalpunliten ?ß, O für ein 
2)i-Eck und für ein 4n-Eck besteht ein sehr einfacher Zu- 
sammenhang, sodaß sich aus einem solchen Paar das andere 
und umgekehrt ableiten läßt, wie wir jetzt sehen wollen. 

Ist f 1 der Tangentialpunkt zu ^ und ^, der Tan- 
gentialpunkt zu D, und ziehen wir die folgenden Ver- 
bindungslinien, deren jedesmaligen dritten Schnittpunkt mit 
der C**l wir aufsuchen 

so folgt, da wir noch die Geraden 
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haben, aus den beiden Geraden 



© i^en dritten Sclmittpunkt von 



die dritte Gerade 



91. S, ! bezeichnet. 



Aus den beiden Geraden 

i "^iWi I 

folgt die dritte Gerade 

also muß I St^Si 1 durch D gehen, oder ß,£l durch 31,, 
was dasselbe sagt; mithin muß 

sein, und wir haben folgende beiden Reihenfolgen von 
Geraden 

1) i.5i,^,«,i, :ss,Q,^,i, 

beide führen von %, nach 3lg, die erste diu-eh das Paar 
von Fundamentalpnnltten ^iDi, indem jeder nnr einmal 
verwendet wird, die zweite durch das Paar von Fundameutal- 
punkten ^O, indem jeder zweimal in der vorgeschriebenen 
Weise verwendet wird. 

Wenn wir also auf diese Art fortgehen von %^ zu %^, 
9(4, . . ., 9t„ und wir gelangen wieder zu St, zurück, so er- 
halten wir für das Paar von Fundamentalp unkten Sß^Di ein 
Steinersches 2M-Eck und für das Paar von Fundamental- 
punkten iQ^ ein Stein ersches 4w-Eck. In diesen dürfen 
wir aber die Punkte $ und 0, miteinander vortauschen, 
wodurch nur das geschlossene Polygon in umgekehrter 
Richtung durchlaufen wird; also erhalten wir den Satz: 

Sind % und iD^ die Tangentialpunkte zu ^ und 
D, und ist für erstere ein Steiners ch es 2ii-Eck 
möglich, so sind letztere die Fundamentalpunkte 
für ein Steinersches 4«-Eck, und umgekehrt. 
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Da 9|Ji und 0^ die Taiigentialpunkte zu ^ und D sind, 
so wird die Gerade | ?ßO | die C'*' in einem dritten Punkte 
'Si schneiden, dessen Tangential punkt lÜ^^ mit ^j und Q^ auf 
derselben Geraden liegen muß. Projizieren wir das Punkte- 
paar ^ und D von ?ß aus, so erhalten wir ein neues Punkte- 
paar S^i und SR von gleicher Beschaffenheit; 91 ist aber der 
Berührungspunkt einer aus Dt, an die C<3> gelegten Tangente, 
also können wir auch sagen: Sind ^jDi ein Paar von Fun- 
damentalpunkten für ein 2w-Eck, sehneidet |^|Di| in. SR,, 
wird endlieh aus 9ii eine Tangente an die 0*^' gelegt, welche 
in 3{ berührt, so sind ^j und SR eiu Punktepaar für ein 
Steinersches 4jj-Eck, ebenso Q^ und 9t. In dieser Fonn 
hat Steiner das Theorem ausgesprochen, die obige mehr 
symmetrische rührt von Sehoute her. 

7. Das Steinersche Schiießongsproblem läßt sich er- 
weitern, wenn wir statt zweier Fundamentaipunkte Sp, D 
.mehrere annehmen und ein der G'^> einbeschriebenes Polygon 
bilden, dessen Seiten der Reihe nach durch die gegebenen 
Fundamentalpunkte hindurchgehen. Nehmen wir zunächst 
drei Fiindamentalpunkte 

*, ?„ ?. 

und beginnen mit einem beliebigen Punkte 3t, der C'^' als 
erster Ecke eines Polygons die Seiten desselben zu konstruieren 

|5t,?ßi3täl, l^ls^sStal, ISlsSßaSlil. 

\%%%. , \%3^%\, W%t'^ l 

wo S der letzte Punkt ist, dann zeigt sich aus den Geraden 

19I,ilJi9I,] und l?t,^9ts|, 

daß der dritte Schnittp\inkt derjenigen Geraden, welche die 
beiden Schnittpunkte von |SßiSßäl und ISJ^^tfll vereinigt, 
sowohl auf |3ljSli;l, als auch auf ISIs^lt' liegen muß; da 
aber der dritte Schnittpunkt von | 91g 9(4 ', der Punkt Sß^ ist, 
so müssen „^ „. ^ 

auf einer Geraden liegen, also | 9(fi^u! muß dvirch ^t, gehen; 
folglich ist 
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i Sil, 
lind wir erhalten ein Sechseck, welches sich in 21, schließt 

wo auch der Anfangspunkt Sl, gewiihlt sein, mag, also gilt 
der Satz: 

Nehmen wir drei beliebige Pundaraeutalpunkte 
^i> *-ßai $3 ^"f ^^"^ '^''^' ^^^ beginnen mit einem belie- 
bigenPunkteSIj einPolygou der C' einzubeschreiben, 
dessen Seiten der Beihe nach durch ^,, ^^, ißg gehen, 
so schließt aich dasselbe nach zweimaligem Durch- 
gange durch die drei Fundamentalpunkte und bildet 
also immer ein geschlossenes der C-'^'einb es ehr i ebenes 
Sechseck. 

Dieser Satz laßt eine Erweiterung zu für eine beliebige 
ungerade Anzahl von Pundamentalpunkten 

%, %, %, . . ., %a (m ungerade). 

Beginnen wir nämlich mit einem beliebig auf der C-^^ 
gewählten Anfangspunkt Sl, das Polygon in der vor- 
geschriebenen Weise zu konstruieren, so sind seine Seiten. 

\%^i%\, \%%W> \%%%\, \%%W, ■■•; 
dann folgt aus den beiden Geraden 

\%'^?.%\, 
weil i^aSIs! diirch den festen Punkt %^ geht, wenn wir 
den dritten Schnittpunkt von |^,^s| mit der C<»> durch % 
bezeichnen, daß | %i%i\ durch den dritten Schnittpunkt der 
Geraden |S8iSßa| hindurchgehen muß. Dieser Punkt hängt 
aber nur ab von den drei festen Punkten Iß,, %^^, ^ßg; es wird 
nämlich der dritte Schnittpunkt von ] SßiSßjl mit dem Punkt 
$3 verbunden und auf dieser Verbindungslinie der dritte 
Schnittpunkt Dj ermittelt; dann geht l^li^iii notwendig 
durch diesen festen Punkt Di, wie auch der Anfangspunkt 
Sil gewählt werde auf der C-^'*, wobei natürlich auch der 
Endpunkt ?!,, sich verändert. 
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Ferner folgt aus den beiiien Geraden 

weil j Stj^Stj I durch den festen Punkt Sß,^ geht, imd dec dritte 
Schnittpunkt von ] Oi^jt auch ein fester Sß^ ist, daß durch 
den dritten Schnittpunkt von ISS^^^], welcher ein fester 
Punkt sein wird, die Teränderliche Sehne l^li^d hindurch- 
gehen inuB, wie wir auch den Anfangspunkt %i wählen 
mögen. Fahren wir in dieser Weise zu schließen fort, so 
sehen wir, daß auch \ %i%^\ u. s. £. durch feste und nur von 
den ?ß abhängige Punkte laufen, unabhängig von der Wahl 
des Anfangspunktes §tj. 

Ist nun m eine ußgera^ie Zahl, so muß auch ] ^H^SCi+ij 
durch eiuen festen Punkt laufen, weil (ni+ 1) gerade ist. 
Beginnen wir jetzt die Reihe von neuem und kon- 
struieren anstatt von %i auszugehen, von 9(,„+[ aus in 
gleicher Weise das Polygon 

so wird die Verbindungslinie j ^m+i^im+i] durch denselben 
festen Punkt gehen müssen, der vorhin gefunden wurde 
und nur allein von den in bestimmter Reihenfolge zu ver- 
wendenden Punkten ^ ahhing, also ist der Schnittpunkt 

ein Punkt der C<^\ Da aber die Gerade | D^lm+il imr noch 
in einem einzigen dritten Punkte der C' begegnen kann, 

und wir haben ein geschlossenes 2)K-Eck 

\%^i%\> !§^.¥.St,|, iSts^aSt*!, ■■•- !^".?«St™4-il, 

Wir haben idso folgenden Satz gewonnen: 
Nehmen wir eine ungerade Anzahl vonFundamen- 
talpunkten $1, 5ßj, ^3, ..., ^„ und beginnen mit einem 
beliebigen ^Infangspunkte %, ein Polygon der C"> 
einzubeschreiben, dessen Seiten der Reihe nach 
durch ^^, ^2j ^3j-'f^'« gehen, indem wir nach Er- 
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Schöpfung dieser ileilie dieselbe noeli einmal in 
gleicher Reihenfolge verwenden, so schließt sich 
das Polygon nach zweimaligem Durchgange durch 
die Fundamentalpunkte und bildet also immer ein 
geschlossenes, der C"' cinbeschriebenes 2w-Eck. 

Verlangt man dagegen, es aolle schon 3I„,+ i mit 81^ 
koinzidieren, so müßte der allein von den Fundamental- 
punkten 5ß abhängige Punkt D der Tajigentiaipunkt zu Slj 
sein; da aber im allgemeinen aus £) vier Tangenten an die 
CP) gehen, so giebt es auch nur vier Lagen für den Punkt 
Stj, damit schon ein von ihm ausgebendes, in der vorge- 
schriebenen Weise zu konstruierendes «i-Eck sich schliel^e 
nach einmaligem Durchlaufen der Fundamentalpunkte. 

8. Nehmen wir andererseits m gerade an, so folgt aus 
dem Vorigen (7.), da(5 bei beliebiger Wahl des Anfangs- 
punktes %^ die Verbindungslinie ; StiStm] durch einen festen, 
nur von den Fundamentalpunkten ^[, 3|Jg, . , ., ^»i abhängigen 
Punkt gehen muß. Verlangen wir jetzt, daß schon 
^m+i -'■ St^ werden, also das m-Eek sich schließen soll, 
dann müßte der feste, allein von den ^ abhängige Punkt 
D, durch welchen \ %^%„,\ gehen muß, mit ^,„ koinzidieren; 
es würde also dadurch eine Bedingung zwischen den Fun- 
dame ntalpnnkfcen Sßi, ^2, ..., ^^ gegeben sein. Ist dieselbe 
einmal erfüllt, dann wird das )W-Eck sieh unabhängig von 
der Wahl seiaes Anfangspunktes immer schließen, im all- 
gemeinen bei willkürlicher Wahl der Fundamentalpunkte 
auf der C"' aber nicht. 

Die Bedingung dafür, daß ein Schließen stattfinde, können 
wir aus der Konstruktion der festen Punkte D selbst ab- 
leiten; dieselben wurden nämlich so konstruiert (S. 268, 269) 

a,<P,D,|... ]%,%] geht dnrch D,, 



1. f., also für ein gerades m 
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|S™_ ?|J,„_iO,„_J ... iSEiCi geht (Kirch a,_^ 

also müßte sein 

%,-.£).,_^. 

Hinsichtlicli der umfangreichen weiteren Untersuchun- 
gen, weiche sich an das Steiuersche SehUeßungsproblem 
anschließen, müssen wir auf die oben angegebenen Quellen 
verweisen. 

§ 33. Kegelschiiitle, welche die C'^> mehrpuuktig 
berühren (oskuliereii). 

1. Durch fünf Punkte ist ein Kegelschnitt im allge- 
meinen bestimmt; legen wir nun durch fünf Punkte 2[j, Slj, 
^3) ^41 ^5 einer C^' einen Kegelschnitt, so begegnet der- 
selbe noch in einem sechsten Punkte ^ der Kurve, welcher 
in verschiedener Weise gefunden werden kann; zieht man 
I ^i^a |j welche Gerade in %' zum dritten Mal die 6''^> treffen 
möge, I 9l3§l4|, welche in 9t" treffen möge, ; 9t'3t"j, welche 
in 31'" treffe, dann muß | SIj^SI'" j in SS, dem gesuchten 
Punkte treffen: denn weil die drei Geraden 



1 21, SB •&'" j 
neim associierte Punkte (Grund punkte eines Kurvenbüschels 
dritter Ordnung, § 10, 2.) ausschneiden und W, W, %"' auf 
einer Geraden liegen, so müssen die übrigen sechs ^I,, 91^, 9tj, 
5t^, 2I5, SS auf einem Kegelschnitt liegen. 

Wir können nun die fünf Punkte %, %, %, 5(„ % 
einander unendlich nahe rücken d. h. zusammenfallen lassen, 
also einen Kegelschnitt bestimmen, welcher in einem Punkte 
Sl die C*^* fünfpunktig berührt; dann wird die Konstruktion 
des sechsten Schnittpunktes folgende: 

Da 9lj, 3I2 zusammenfallen in 21, so wird 21' der Tan- 
gentialpunkt zu 21; da auch 2(3, 2t4 nach 21 hineinfallen, so 
wird auch 9t" der Tangenti alpunkt zu 9t; also 21' und 2t" 
fallen zusammen, mithin wird 2t'" der Tangen tialpunkt zu 
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31', und jetzt sclineidet I3[?l"'' in dem gesuchten Punkte 
S, also: 

Eine Kurve C^* kann ini allgemeinen in Jedem 
ihrer Punkte % fünfpunbtig Yon einem Kegelschnitt 
berührt werden; der sechste Schnittpunkt S des 
Kegelschnitts mit der C'^' wird dann so gefunden: 
Man bestimme zu 31 den Tangentialpunkt 5ij, zu §[, 
den Tangentialpunkt %, und ziehe IStStai, welche 
Gerade in dem gesuchten Punkte Sß der C' begeg- 
nen wird.* 

Hierdurch wird jedem Punkte % der C''" ein bestimmter 
Punkt S augeordnet. Nehmen wir drei Punkte 

%, SC, %" 
der C'', konstruieren in jedem derselben den füiifpunktig 
berühreaden Kegelschnitt und nennen den jedesmaligen 
sechsten Schnittpunkt 

so haben wir, um diese Punkte au ermitteln, die drei Taii- 
gentialpunkte von S, St', %" aufzusuchen 

%, %[, «;', 

von diesen wieder die drei Tan gentialp unkte 

%, K, K' 
und auf den drei Verbindungslinien | StSlg |, | 3l'3l^ ;, ', St"2f '^| 
die dritten Schnittpunkte 93, SB' S". 

Werden %, W, %" auf der &^> so gewählt, daß sie in 
gerader Linie liegen, so müssen bekanntlich auch Stj, %[, %[' 
auf einer Geraden liegen, und folglich auch ST^, %'^, WJ; 
au3 den beiden Geraden 



folgt aber die dritte 

^ !33*ß'g3" 



* J, Steinen „Sätze über Kurven zweiter und dritter Ordnung", 
Grelles Journal f. Math. Bd. XSXII, S. 301. 
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Eonstruiert man in drei auf einer Geraden lie- 
genden Punkten der C'^' die fiinfpiinktig berühren- 
den Eegelscltnitte, so liegen ihre drei sechsten 
Schnittpunkte wieder auf einer Geraden. 

Werden %, %', %" so gewählt auf der C(=>, daß in 
ihnen ein Kegelschnitt dreimal die Kurve zweipunktig be- 
röhrt, d. h. bilden 91, %', St" ein Tripel von Punltten der 
6*('> (§ 8, s), so liegen ebenfalls die drei Tangentialpunkte 
%^, %[, %" auf einer Geraden, denn die drei Geraden 

!9tSt3tJ, \%"^%[\, |2l"St"9i:'| 
schneiden die 0<^> in einer Gruppe von neun associierten 
Punlifcen, folglich müssen, da %, %, St', St', St", St" auf einem 
Kegelschnitt liegen, die drei übrigen Stj, %[, St" auf einer 
Geraden liegen; hieraus folgt, daß auch SI^, %.\,%'^ und end- 
lieh auch 58, '&', 93" auf einer Geraden liegen, also: 

Berührt ein Kegelschnitt die C<^' in drei ver- 
schiedenen Punkten, und konstruiert man in jedem 
derselben den fünfpunktig berührenden Kegel- 
schnitt, so liegen die drei sechsten Schnittpunkte 
dieser drei Kegelschnitte auf einer Geraden. 

2. Sueben wir nunmehr auf der C*^* einen solchen be- 
sonderen Punkt 31 auf, daß für den in St fünfpunktig be- 
rührenden Kegelschnitt auch noch der sechste Schnittpunkt 
33 nach 9( hineinfällt. Dann müßte nach, unserer Kon- 
struktion St^ der Tangentialpunkt von 31 werden, weil 
2t^9la in einer Geraden liegen. 

Der Tangentialpunkt Yon 51 ist aber Stj, also müßte 
Stj mit Slg zusammenfallen, und da St^ auch der Tangential- 
punkt Ton 5l[ ist, so müßte St, mit seinem Tangentialpunkte 
zusammenfallen, folglich müßte 9t;=3Jß ein Wendepunkt 
der C^' sein, und der gesuchte Punkt St der Berührungs- 
punkt einer aus dem Wendepunkte 9B an die C*' gelegten 
Tangente; auch umgekehrt zeigt sich, daß, wenn dies der 
Fall ist, in dem so gefundenen Punkte St ein Kegelschnitt 
die C*^' sechspunktig berühren muß. Da aus jedem Wende- 
punkte der C<*' im allgemeinen drei Tangenten an die C'^*' 
gehen und es neun Wendepunkte giebt, so schließen wir: 
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Es giebt 27 Punkte auf der C'^', in welchen 
Kegelsehnitte dieselbe secliapuuktig berühren. Dies 
sind diejenigen Punkte, in welcben die neun har- 
monischen Polaren der Wendepunkte die C"^* schnei- 
deUj oder, was dasselbe sagt, diejenigen Punkte, welche die 
konjugierten sind zu den neun Wendepunkten in jedem der 
drei Systeme von konjugierten Punktepaaren auf der C'^\ 

Da von den neun Wendepunkten nur drei reell und 
sechs imaginär sind, die drei reellen Wendepunkte aber auf 
dem unpaaren Zuge der C'*' liegen, ferner aus jedem Punkte 
dieses unpaaren Zuges vier reelle Tangenten an die Kurve 
gehen, so schließen wir, im Falle dieser Punkt ein reeller 
Wendepunkt ist, also eine der vier reellen Tangenten in die 
Wendetangente hineinfällt, daß die drei übrigen Tangenten 
aus ihm reell sind, und zwar eine derselben an den un- 
paaren, die andern beiden an den paaren Zug gehen; im 
Falle der zweizügigen €'■''> sind also von den obigen 27 
Punkten 9 reell und 18 imaginür.* 

Zwischen den 27 Punkten, in welchen Kegelschnitte 
die 6'<^' seehspunktig berühren, bestehen infolge der Lage 
der neun Wendepunkte mehrfache Beziehungen. Legen wir 
inimlich aus einem Wendepunkte 2B der C" eine Tangente 
an dieselbe mit dem Berührungspunkt %, so müssen, weil 
SG5 und % denselben Tangentialpunkt SS haben, diese ein 
Paar konjugierter Punkte für die C> sein; durch ein solches 
Paar ist ein ganzes System unendlich vieler Paai-e konju- 
gierter Punkte eindeutig bestimmt und wird erhalten, indem 
man einen beliebigen Knrvenpuukt mit dem ersten Paare 
verbindet und als dritte Schnittpunkte dieser beiden Ver- 
bindungsstrahlen ein neues Paar konjugierter Punkte des- 
selben Systems findet. 

Nun giebt es aber drei solcher Systeme konjugierter 
Punktepaare auf der C'"' (§ 15). Gehen also aus 9B die 
drei übrigen Tangenten j Sß9( ;, , 9SS |, j 28© j an die C<% 



* J, Steiner: „Sätze über Kurven zweiter und dritter Ordnung", 
Grelles Journal Bd, XXXII, S, .SOO. 



y Google 



S SS. Kegels ohiiitte, welobe die C-^' niehtpunktJg berühren, 275 

80 bestimmt das Panktepaar Sffi und 5t das eine System, 
aS und S das zweite System, 2B und S das dritte System 
Yon Paaren konjugierter Punkte auf der C''. Was von dem 
Wendepunkte SßJ gilt, gilt von jedem der neun Wendepunkte 
3S* (/, ft -- 1, 2, 3) (§ 28). Geben daber aus einem zweiten 
Wendepunkte S' die drei Tangenten jgB'St", SS'SB'j, 
[SS'fö'l an die 6'*^>, so geboren SB' und 21' als ein Paar 
konjugierter Punkte einem ganz bestimmten der drei Systeme 
an, ebenso 9SJ' und 89', 2B' und S', und es ist keine Frei- 
heit mebr m der Zuordnung der konjugierten Punkte ge- 
stattet, sobald von dem ersten Wendepunkt aus die drei 
Systeme konjugierter Punktepaare bereits festgelegt sind. 

Wir wissen aber aus § 15, daß aus zwei Paaren kon- 
jugierter Punkte desselben Systems allemal ein drittes Paar 
dieses Systems abgeleitet werden kann durch doppeltes kreuz- 
weises Verbinden der Punkte; gehören nämlich SB und 9t, 
S3' und %' aJe Paare konjugierter Punkte demselben System 
an, so werden die Schnittpunkte 

(asaß', %w) ^ m", 

(2B31', %m') = W' 
ein drittes Paar konjugierter Punkte 3S" und W dieses 
Systems sein. 

Ferner wissen wir, daß aus zwei Paaren konjugierter 
Punkte, deren eines dem ersten, das andere dem zweiten 
Systeme angehört, allemal ein neues Paar konjugierter Punkte, 
welches dem dritten Systeme angehören muß, gefunden wird 
(S. 118); gehören nämlich S5ä und S( dem ersten, SB' und 
35' dem zweiten System an, so schneiden 

^SßSB': und 9193' i 
die C''^> in einem neuen Paare konj^igierter Punkte 

m" und U", 
welches dem dritten Systeme angehört. 

Aus diesen beiden Eigenschaften ergiebt sich der Zu- 
sammenhang zwischen den 27 Punkten, in welchen Kegel- 
schnitte die C'^' seehspunktig berühren. Diese Punkte 
paaren sich nämhch mit den neun Wendepunkten zu je 
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neun Paaren konjugierter Punkte in den drei Systemen der- 
selben. 

Aus dem ersten Satze folgt, da die Verbindungslinie 
zweier Wendepunkte |2iiSÖ'| bekanntlicli die C*^' immer in 
einem dritten Wendepunkte 3Ö" treffen muß, daß auch die 
Verbindungslinie ! '^W \ durcb den Wendepunkt 3Jß", ebenso 
\%W\ durch m', \n'%"] durch SB gehen muß, also: 

Verbindet man von den 27 Punkten, in welchen 
Kegelschnitte die G"'' sechspunktig berühren, zwei 
solche, deren Tangentialpttnkte zugleich ihre kon- 
jugierten Punkte sind (d. h. ist zu 2t der Wende- 
punkt ^, zu 2t' der Wendepunkt 3B' der konju- 
gierte, gehören also ^Sß, %"aä' demselben Systeme 
an), so geht diese Verbindungslinie allemal durch 
einen dritten Wendepunkt. Solcher Geraden giebt es 
also im allgemeinen 3 . -^~ ~ 108. 

Aus dem zweiten Satze folgt, da ! 3B3Ö' | die C'*"' in 
dem dritten Wendepunkte 2S" schneidet, daii auch die Ver- 
bindungslinie 'l 3tSS' j in einem Punkte ©" schneiden muß, 
welcher mit 2B" ein Paar konjugierter Punkte des dritten 
Systems bildet, wenn 3t und SßJ dem ersten, S' und 3B' 
dem zweiten System angehören, also: 

Die 27 Punkte, in welchen Kegelschnitte die 
6''^' sechspunktig berühren, liegen zu je dreien auf 
geraden Linien, nämlich immer ein Punkt 91, welcher 
mit seinem Tangentialpunkt 3B dem einen System, 
ein Punkt S', welcher mit seinem Tangentialpunkt 
SU' dem zweiten System, und ein Punkt ©", welcher 
mit seinem Tangentialpunkt W dem dritten System 
konjugierter Punkte angehört, wobei Sß, 2B' SS" drei 
in gerader Linie liegende Wendepunkte der 6'"> sind. 
Solcher Geraden giebt es im allgemeinen 81. 

Zu ihnen gehören auch die neun harmonischen Polaren 
der Wendepunkte. Die übrigen 72 entspringen aus den 12 
Wendepunktslinien, deren jede drei Wendepunkte SS, 2S', SßJ" 
enthält; sind nUmlich aus jedem derselben die drei übrigen 
Tangenten gelegt, deren Berührungspunkte seien St S5 6, 
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?1'58'IS', 9I"S8"e", SO können wir nur 9t mit S' oder % mit 
S' verbinden, denn die Yerbindnngslinie j %%' 1 geht dnrcli 
einen Wendepunkt; die Verbindungalinie | 91®' ; muß aber 
einen bestimmten Punkt ®" enthalten, j 9(®' i den bestimm- 
ten Punkt S5"; ebenso j«e'St"i, (Sß^fe"!, |et'®"', 
I eSß'S!("|, also giebt es für die "Wendepunktslinie |SEiS'S"| 
nur sechs solcher Linien | SiSÖS \, mithin im ganzen nur 
12. 6 = 72, zu denen die neun harmonischen Polaren hinzu- 
treten. 

Aus dem in § 9, 8. bewiesenen Satze, daß wenn sechs 
Punkte einer (.''^* auf einem Kegelschnitt liegen, auch ihre 
sechs konjugierten Punkte in einem der drei Systeme allemal 
auf einem Kegelschnitt liegen müssen, folgt eine weitere 
Beziehung zwischen unsern 27 Punkten, welche in den drei 
Systemen den neun Wendepunkten konjugiert sind. Die 
Wendepunkte liegen nämlich zu dreien auf den zwölf Wende- 
]5unkts geraden (§ 28), und diese lassen sich paarweise als 
ausgeartete Kegelschnitte auffassen, was -p^- ■= 66 Linieu- 
paare giebt, also: 

Yon den 27 Punkten, in welchen Kegelschnitte 
die C'^' sechspunktig berühren, liegen immer ge- 
wisse sechs auf einem Kegelschnitte, nämlich 
solche sechs, deren TangentJalpunkte gleichzeitig 
die konjugierten Punkte in einem und demselben 
Systeme auf der C^^' sind und zwar sechs Wende- 
punkte, die zu je dreien- auf zwei Wendepunkts- 
linien liegen. Soleher Kegelschnitte giebt es im allge- 
meinen 66. 

Hieraus folgt, daß solche neun Punkte, welche die 
konjugierten Punkte der neun Wendepunkte sind in einem 
der drei Systeme von Iconju gierten Punbtepaaren auf der 6't^*, 
niemals eine Gruppe von neun assoeiierten Punkten bilden; 
denn in diesem l'alle müßten, da sechs von ihnen auf einem 
Kegelschnitt liegen, die drei Übrigen auf einer Geraden 
liegen. Dies ist aber nicht der Fall, denn die Verbindungs- 
linie zweier geht immer durch einen W^endepunkt, kann also 
keinen vierten Punkt mehr enthalten. 
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3. Während in jedem Punkte die C'^' von einem Kegel- 
schnitt fünfpimktig berührt werden kann und nur in aus- 
gezeichneten (27) Punkten Kegelschnitte dieselbe sechspunktig 
berühren, giebt es unendlich viele Kegelschnitte, welche in 
einem gegebenen Punkte 5ß dieselbe vierpunktig berühren. 
Durch vier Punkte der C'^> als G-rundpunkfce eines Büschels 
gehen überhaupt unendlich viele Kegelschnitte, welche noch 
in je zwei übrigen Punkten der C^* begegnen, deren Ver- 
bindungslinien sämtlich durch einen festen Punkt der C' 
laufen (§ 9, i.), den Gegenpunkt zu den G-rundpunkteu des 
Büschels. 

Läßt man die vier Grundpunkte des Büschels einajider 
unendlich nahe rücken, sodaß sie in einen einzigen Punkt 
9|ä der C'^' zusammenfallen, so nimmt das Kegelschnittbüschel 
einen besonderen Charakter an und besteht aus sämtlichen 
Kegelschnitten, welche die C^' in 9ß vierpunktig berühren. 
Der Gegenpunkt D, durch welchen alle von den Kegel- 
schnitten ausgeschnittenen Sehnen (Verbindungslinien der 
beiden übrigen Schnittpunkte der C'"' mit einem in ?ß vier- 
punlitig berührenden Kegelschnitt) laufen, wird gefunden 
durch den besonderen Kegelschnitt, welcher aus der doppelt 
zu zählenden Tangente in ^ besteht; schneidet diese Tan- 
gente in dem Tangentialpunkt ^i, so fallen in ?ßi zwei 
Punkte zusammen, die eins der vorigen Paare bilden; die 
Taü^ente in ^^ schneide zum dritten Mal in O, dann ist 
offenbar Q der gesuchte Gegenpunkt. 

Da durch D außer der Tangente | Cl^i 1 im allgemeinen 
noch drei andere Tangenten an die C<^l gehen, so folgt: 

Soll in einem Punkte ^ der C^' ein Kegelschnitt 
dieselbe vierpunktig berühren, so giebt es unter 
allen diesen Kegelschnitten im allgemeinen drei, 
welche außerdem noch in einem andern Punkte die 
C™ zweipunktig berühren. Die Berührungspunkte 
dieser drei Kegelschnitte werden gefunden, indem 
man in ?ß die Tangente zieht, ihren Tangential- 
punkt ^^ aufsucht, in ?ß, aufs neue die Tangente 
zieht, deren Tangentialpunkt D sei, und aus O die 
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drei noch übrigen Tangenten an die C^' legt, dereu 
Berührungspunkte die drei gesuchten sind. 

Man kann die drei Berührungspunkte auch noch in 
anderer Weise finden; geht nämlich eine Tangente aus Q 
an die C\ welche in % berühre, und zieht man j^X|, 
welche in 3t zum dritten Mal der G'^' begegnet, so wird, 
weil zu ^ der Tangentialpunkt ^,, zu ^ der Tangential- 
punkt Q ist, auch der Tangentialpunkt zu 91 auf [ D^i \ 
liegen müssen; der dritte Schnittpunkt von \ D^i ' ist aber 
Ißi, folglieh muß ^j auch der Tangentialpunkt 7.u 3t sein. 
Hieraus folgt: 

Legt man aus dem Tangentialpunkt ^, für den ge- 
gebenen Punkt ^ die drei noch übrigen Tangenten an die 
(7'^> and verbindet die drei Berührungspunkte derselben mit 
$, so schneiden diese drei Geraden die C^'' in den drei 
neuen Punkten %, %', %", welche die gesuchten Berührungs- 
punkte der drei Kegelschnitte sind, die in ^ vierpunktig 
und in % (bez. %', %") zweipunktig die C''^> berühren. 

Die Aufgabe: „in einem gegebenen Punkte ^ der C*' 
einen vierpunktig berührenden Kegelschnitt zu legen, der 
noch in einem andern Punkte die Kurve zweipunktig be- 
rührt", hat also im allgemeinen drei Lösungen. 

Will man umgelcehit in einem Punkte % einen zwei- 
punktig berührenden Kegelschnitt konstruieren, der noch in 
einem andern Punkte ^ vierpunktig berühren soll, so nehme 
man zu % den Tangentialpunkt D, lege aus ö eine Tan- 
gente an die C^', welche in 5|J^ berührt (deren es nur noch 
drei giebt), und ziehe aus dem Berührungspunkt ^j eine 
Tangente an die C^', welche in ^ berührt (deren es vier 
giebt), daim ist ^ der gesuchte Punkt. 

üie Aufgabe: „in einem gegebenen Punkte X der C'^'> 
einen zweipunktig berührenden Kegelschnitt zu legen, welcher 
noch in einem andern Punkte die Kurve vierpunktig berührt", 
hat also im allgemeinen zwölf Lösungen. 

Will man durch zwei Punkte % und 3J einer C**' einen 
Kegelschnitt legen, welcher außerdem die Kurve in einem 
dritten Punkte ^ vierpunktig berühren soll, so ziehe man 
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S39 I und ermittele ihren dritten Selijiittpimkt D, lege aus 
D eine Tangente an die C<^', welclie in ^j berühre (deren 
es Tier giebfc), und aus ^^ eine neue Tangente au die C'^', 
welche in ^ berührt (deren es ebenfalls yier giebt), dann 
ist ein solcher Punkt ^ der gesuchte; diese Aufgabe hat 
also im aligemeinen sechszehn Lösungen. 

4. In einem Punkte Sl der 6''"> kann mau doppelt un- 
endlich -viele dreipunktig berührende Kegelschnitte legen, 
welche außerdem im allgemeinen noch in drei übrigen 
Punkten ^, Q, SR die C*"' schneiden. Verlangt man, dal^ 
auch die drei übrigen Punkte ^, D, Sft in einen einzigen '8 
zusammenrücken sollen, also ein Kegelschnitt die (■<^' in 
zwei verschiedenen Punkten % und 93 dreipunktig berühren 
soll, so sind die Punkte St und S8 einer Bedingung unter- 
worfen, die so gefunden werden kann, Denkt man sieh drei 
benachbarte Gerade i 3t2öS i, i St'S'SS' ,, ; S1"B"SS" 1, deren 
neun Schnittpunkte mit der f7<^> eine Gruppe von neun ds- 
sociierten Punkten bilden, und laßt man sodann die drei 
Geraden zusammenfallen, sodaß 91 -=§('-= St" und SÖ=SS'=58" 
die beiden Berührungspunkte eines zweimal dreipunktig be- 
rührenden Kegelschnitts werden, dann müssen die drei Punkte 
3B, SS', So" auf einer Geraden liegen, also der dritte Schnitt- 
punkt von I StS5 1 mit der C^' muß ein Wendepunkt SB der 
C'ä' sein, und auch umgekehrt, also: 

Zieht man durch einen Wendepunkt SS der f'i''' 
eine beliebige Gerade, welche in den beiden Punkten 
% und S9 der C<^' begegnet, so giebt es allemal einen 
Kegelschnitt, welcher gleichzeitig sowohl in % wie 
in 33 die Kurve dreipunktig berührt. 

Ist 91 gegeben, so findet man also, da es neun Wende- 
punkte giebt, neun Kegelschnitte, welche außer in 3t noch 
in einem zweiten Punkte S8 die Kurve dreipunktig berühren. 
(Von diesen sind drei reell und sechs imaginäi',) 

Nimmt man drei Wendepunkte 2ßi, SB^, SB^, welche auf 
einer Geraden (Wendepunktslinie) liegen, und projiciert die- 
selben von einem Punkte 9ß der C<" aus in die drei Punkte 
91, 93,e, sodaß 
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^2S,st, ^sB.sß, fac^e 

auf je einer Geraden liegen, so giebt es drei Kegelschnitte, 
von denen der eine in ^ und 31 j der andere in ^ und 33, 
der dritte in 5p und 6 die Kurve zweimal dreipunktig be- 
rührt. Die drei Punkte 91, SB, t£ stehen dann in einer eigen- 
tümlichen "Verbindung mit einander; da nämlich die neun 
Durchs chnittspunkte der drei Geraden 

eine Gruppe von neun associierten Punkten bilden, und die 
drei Punkte 3äi, SS^, 9Bg auf einer Geraden liegen, so müssen 
die sechs übrigen auf einem Kegelschnitt liegen; es giebi 
also einen Kegelschnitt, welcher in ?ß die 6'<^' dreiptmktig 
berührt und außerdem durch die drei Punkte 21,S,S geht. 
Aus den beiden in je sechs Punkten schneidenden Kegel- 
schnitten |;?ß?ß!ß2(3i5(] und [Sp^:ß^S(SSS] 
folgt, dali der Gegenpunkt für das Kegelschnittbüschel mit 
den vier Grundpunkten ^, 5ß, ^, St, sowohl der Tangential- 
punkt Sil zu 31, als auch der dritte Schnittpunkt von j585| 
mit der C"'^' sein muß, also liegen 

und ebenso 

S, %, 93, 

auf einer Geraden, wenn ät^, ^i, 6, die Tangentialpunkte für 
St, S8,6 bedeuten. 

Die drei Punkte St, 58, © haben also eine solche 
Lage, daß die Verbindungslinie zweier in dem Tan- 
gentialpunkt des dritten der Kurve begegnet. 

Haben die drei Punkte Sl, 93, © eine solche eigentüm- 
liche Lage, so haben die drei neuen Punkte 9(i, Sj, Sj, ihre 
Tangentialpunkte, eine .gleiche Lage, denn aus den beiden 
Geraden , sRgrß , 



folgt, weil I 23S I in 3Ij schneidet und die Tangente ; 9131 1 
auch in %^^ daß der Tangentialpunkt ST^ des Punktes 3(i 
auf der Geraden | ^jSi | liegen muß; es liegen also 
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und ebenso re a< ca 

Is-, , Uj, So,,, 

%, 99i, ®-. 
auf je einer Geraden; es sind also auch für die drei Punkte 
?li,Si,®, die Schnittpunkte von den Verbindungslinien je 
zweier die Tang entialp unkte des dritten. Wir können somit 
aus einer solchen Gruppe von drei Punkten 31,0,® immer 
eine neue von gleicher Beschaffenheit ableiten u, s, f. Auch 
umgekehrt zeigt sich, daß wenn drei Punkte %, ^, S der C^' 
die angegebene Eigenschaft besitzen, sie die Projektionen 
dreier in gerader länie liegenden Wendepunkte von einem 
beliebigen Kurvenpunkte aus sein müssen. 

Durch einen willkürlich auf der C' zu wählenden 
Pmikt % sind die beiden übrigen der Gruppe SISSK schon 
bestimmt, aber mehrdeutig. Verbinden wir nämlich % mit 
dem Wendepunkt SSi, nennen den dritten Schnittpunkt 
5ßi und nehmen die Weudepunktslinie [SS^SSäSBgl, so be- 
stimmen l^iSB^I und l^iäßäl die beiden übrigen Punkte 
5B, S der Gruppe, 

Wir können aber auch ?S mit Sö^ verbinden und er- 
halten dann den Projektionspunkt ^g-, da wir nun die vier 
Geraden haben 

1 Si2ö,«13i I, iS2B,3ß, |, | <^W,% |, | 'Hm,^^ |, 
so folgt aus den beiden Geraden 
I 21 ^,% I 

die dritte Gerade i 9« sr« l 

und da ^, ein Wendepunkt ist, also j 2Si3ßsSB^[ a.uf der- 
selben Geraden liegen, daß | ^a*^ I durch 30, gehen muß; 
wir haben also die neue Gerade 

"I ^^1% I; 
ferner folgt aus den beiden Geraden 
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ziehen wir endlich die Verbindungslinie jStSÖgJ, welche in 
ißs der Kurve begegnen mag, also 

1 ^^,% ! 
so folgen in gleicher Weiae die beiden neuen Geraden 
|SSSg?ßg| und |SßaB,5ß„|. 
Wir haben also folgende eigentümliche Konfiguration 
TOn neim Geraden 



I lesög^ßj, l®33.^,i, |eaB,5ß,|, 

woraus hervorgeht, daß dieselben Punkte 51, S, S von 
drei verschiedenen Punkten ^,, ^ß^, ^g aus als die 
Projektionen der drei in gerader Linie liegenden 
Wendepunkte auf die Kurve erscheinen, und zwar in 
cyklischer Reihenfolge; auch bilden die Projektions- 
centra ^^, 'iß^, ^^ eine neue Gruppe von gleicher Be- 
schaffenheit, weil sie als die Projektionen derselben 
Wendepunkte von %, oder von S, oder von 6 aus 
erscheinen. 

Aus den drei Geraden 



geht zugleich hervor, weil 9B[ 3Bj Sffi^ auf einer Geraden 
liegen, daß die sechs Punkte der beiden voneinander ab- 
hängigen Gruppen 9t, S, S und ^,, ^ßj, ^3 auf einem Kegel- 
schnitt liegen müssen* 

Die sechs Punkte %, S, S, ^„ %, % liegen der- 
artig auf dem Kegelschnitt, daß die drei Sechsecke 

'■'■ Diese Sätze stiimmen nach einer Mitteilung von Herrn Durege, 
„Die ebenen Kurven dritter Ordnung", S. 288, von Heim Küpper hei-. 
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eine und dieselbe Pascalsche Linie hiiben, welche 
dieselben drei Durehschnittspunkte der G-egeiiseiteii 
enthält. 

5. Wir gingen von einer beliebigen Wendepunktslinie 
I SBiSÖJaSj I dreier in einer Geraden liegenden Wendepunkte 
aus und fanden durch Projektion derselben von einem be- 
liebigen Kurvenpunkte ^ aus die Gruppe 9IS86, wobei sich 
zeigte, daß dieselbe Gruppe auftrat nicht bloß von dem 
einzigen Punkte ^ aus, sondern von drei verschiedenen 
Punkten ^i,?^^,^^ aus. 

Dieselbe Gruppe 3tS5S tritt aber auch auf für neue 
Projektionacentra, wenn wir zwei andere Wendepunktshnien 

an Stelle der ersten setzen. 

Aus dem Zusammenbange zwischen den Wendepunkten 

aS* (i,h=^l, 2, 3) ergeben sich nämlich (§ ^8) für die 

Wendepunt tsli nie 

und den Projektionspunkt SßJ 

|5ß;3B[§i|, i^jasj® I, |^|aB;s|, 

drei Gerade mit je drei Punkten, Verbinden wir nun Sl 
mit einem der übrigen sechs Wendepunkte, z. B. ^l, und 
nennen den dritten Schnittpunkt ^^, so haben wir die Gerade 

Aus den beiden Geraden 

folgt ■ ■ 

Da nun B^SSJ^aS^ auf einer Geraden und auch SffijaB^SSJ^ 
auf einer Geraden liegen, so müssen 

auf einer Geraden liegen. Ebenso folgt au^ den Geraden 
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auf eicer Geraden liegen müssen. Mithin gellt die Gruppe 
§ti8ß ans den drei in einer Geraden liegenden Wendepunkten 
2S^, mi, mi hervor durch Projektion yon $^ aus. 

Zu den beiden Wendepunktslinien | aSiSJ^SÖg | und 
I SBjSögaS^ I gehört als dritte Seite eines Wendepunkts- 
dreiseits diejenige Gerade, auf welcher die drei übrigen 
Wendepunkte liegen 

m% mi, m,, 

und wir erkennen in gleicher Weise, wie vorhin, daß die- 
selbe Gruppe 3t SSE auch hervorgeht durch Projektion dieser 
drei Wendepunkte von einem Punkte ^j' aus, indem je drei 
Punkte auf der Geraden liegen 

|ipjsiB'jst|, i^ß^aB^Sj, j5ßjaB=S!; 

wir haben also den Satz: 

Dieselbe Gruppe von Punkten 31, SS, 6 läßt sich 
aus drei verschiedenen Wendepunktslinien, welche 
die Seiten eines Wendepunktsdreiseits bilden, als 
die Projektion der drei in einer dieser Geraden lie- 
genden Wendepunkte von einem Karvenpunkte aus 
ableiten. 

DiedreiProjektionscentra?[J},^^, ^j bilden selbst wieder 
eine Gruppe von gleicher Beschaffenheit, wie SISSS, weil 
sie als die Projektionen der drei in gerader Linie liegenden 
Wendepunkte ^\, Sffi^, SBJJ von 31 aus erscheinen. 

Nun haben wir aber für jede dieser Wendepuuktslinien 
nicht nur ein sondern drei Projektionscentra gefunden (4.), 
sodaß wir im ganzen neun Projektionscentra haben, die wir 
entsprechend bezeichnen können 

?l^ä?!t. ^i?a^L ?i^'^3. 
Diese sind nichts anderes, als die Projektionen der neun 
Wendepunkte von 91 aus auf die C<% oder auch von 50 aus, 
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oder von S aus, aber in eyklisclier Folge, sodaß wir die 
Geraden haben 

isisß;^;:, siss^^pj:, ^SB^^ß^.i, 






:(iaß|5p?|, leSSJ^P^I, !15S!S|¥^|; 

:a3Bj5p»l, i3iaB=^=|, j2taB^5ß^i, 
,ss2ß^$jl, i99Sß=^^!, lasaB^sß^i, 

S5E3^^^|, laSSJ^^I, |eSB^?ß^i. 
Die neun Projektionscentra Sß. (i, k = 1, 2, 3), für deren 
jedes die Gruppe tob Punkten ?(, S8, <£ als die Projektionen 
von drei in gerajJer Linie liegenden Wendepunkten erscheint, 
bilden selbst wieder unter sicli Gruppen zu je dreien von 
gleicher Beschaffenheit, und zwar gehört jeder dieser Punfete 
vier solchen Gruppen an, z. B. 

^3^-^^J, ^!^?^i, 3ij;^^^^, ?;^^3ßs; 

die übrigen Gruppen sind, wie sich unmittelbar aus der 
Lage der Wendepunkte (§ 28) ergiebt, der 
bilden sind, folgende 



6. Das gewonnene Resultat sagt aus, daß wenn wii' die 
nenn Wendepunkte 2S^ von einem Punkte 31 der Kurve aus 
auf dieselbe projicieien, die dadurch erhaltenen nenn Punkte 
5ß_^ sich auf zwölf Arten zu je dreien einer Gruppe ver- 
einigen, welche dieselbe Eigenschaft besitzt, wie die ur- 
sprüngliche Gruppe 9199S, daß immer vier solche Gruppen 
einen Punkt gemein haben und daß dieselben Punkte Sßj 
hervorgehen, wenn wir von © oder © aus die Wendepunkte 
auf die Kurve projicieren. 

Wir können jetzt tiuch umgekehrt, anstatt von % aus- 
zugehen, von $j ausgehen und finden dann nicht nur die 



y Google 



S 32. Kegelschnitte, welche die 0^'> mehrpunktig- berührei 



287 



eine Gruppe 3lSß, sondern dazu noch zwei andere, also im 
ganzen neun Punkte, die sieh wiederum wie die ^ zu je- 
dreien in zwölf Gruppen ordnen, von denen immer vier einen 
Punkt gemein haben; führen wir zur deutlicheren Über- 
sieht eine etwas veränderte Bezeichnung ein, indem wir 

statt 91 . . . %\, statt SS . . . Sl^, statt ß . . . %i 
setzen und die übrigen sechs Punkte als dritte Schnittpunkte 
der Yerbindungslinien erhalten 

l?ß!2ö?st?], j5p;B^3i*|, |5ij[aB^t^i, 

so läßt sich erkennen, durch welche von den Wendepunkten 
die 81 Verbindungslinien der Punkte 

^l und 5ß* (m,« = l,2,3; i, Ä = 1,2,3) 
hindurchgehen müssen aus folgender Tabelle 





Vi 


r. 


5Pi *; 


r. 


r; 


*; 


r. 


K 


k; 


äs; as^ 


asjiaBj! 33a 


sBjjSs; 


»• 


ä3; 


«S 


as^iSßj 


sb;|sb;|3b; 


sb; 


sb; 


sb; 


sb; 


»'. 


ass; 


s8;|SBä|»||iB; 


SB^ 


58? 


sb; 


sb; 


a; 


3s; 


SB* j aöa ! SSJ i 23a 


SB| 


a3i 


sb; 


sb; 


%l 


äB? äB||S8;iäB| 


33;!»; 


sb; 


sb; 


sb; 


V, 


»'. 


»; 


Klias; 


SB;|S5S; 


ss; 


sb; 


sb; 


a; 


ss; 


S8ä 


ä3;|a3! 


iasj 


SBi|S3; 


sb; 


sb; 


a? 


sb; 


ffiä 


»; üb; 


äs; 


ffi! 


SB^jJB^ 


sb; 


a; 


»? 


aj; 


33; mi 


äBlISßJ^ 


äB| 


sb; 


sb; 



Um den Wendepunkt zu ermitteln, durch welchen die 
Verbindungslinie von ^J^ mit 21^^ hindurchgeht, suchen wir 
den in der Vertikalreihe ?P^ und in der Horizontalreihe 91" 
stehenden Buchstaben auf. In jeder Vertikalreihe und in 
jeder Horizontalreihe stehen sämtliche Wendepunkte, nur in 
anderer Anordnung; die 81 Verbindungslinien | ^JSl^, | 
sehneiden sich also zu je neun in den neun Wendepunkten. 
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Nimmt man von den sämtlichen in einer beliebigen 
Yerfcikalreilie stehenden Wendepunkten drei solche heraus, 
welche in einer Geraden (WendepimktsliBie) liegen nnd pro- 
jiciert sie von dem über der \'ertikalreihe stehenden Punkte 
^ aus, so erhält man die drei vor den entsprechenden 
Horizontalreihen stehenden Punkte 3(, welche eine Gruppe 
bilden von der Beschaffenheit, wie die besprochene Gruppe 
21S3S. Durch einen der neun Punkte %. sind die übrigen 
acht vollständig und eindeutig bestimmt. 

7. Die drei Punkte %, 58, E einer Gruppe, welche als 
die Projektionen dreier in gerader Linie liegenden Wende- 
punkte von einem Kurvenpunkte aus erscheinen, und welche 
gleichzeitig, wie wir gesehen haben (4.), die Eigenschaft 
besitzen, daß der Tangentialpunkt zu % auf | Sß® j, der Tan- 
gentialpunkt zu S9 auf j S§1 j und der Tangentialpunkt zu 
S auf 'i 2(S I liegt, besitzen noch eine weitere Eigenschaft, 
Schneidet nämlich irgend ein in % dreipunktig berührender 
Kegelschnitt die C^' außerdem in den drei Punkten ^, D, 
SR, so wird das Kegelsehnittbüschel [S^ßDSft] zum Gegen- 
punkt den Tangentialpunkt %^ zu 3t haben, weil die sechs Punkte 
1%, ^, D, 3t, 31, "ä] auf einem Kegelschnitt liegen. Da aber 
Sti auch auf I SS {liegt, so müssen Sl, ®, 6, ^, D, SR auf emem 
Kegelschnitt liegen; das Kegelsehnittbüschel [SS^DSR] wird 
also zum Gegenpunkt den dritten Schnittpunkt von | StS | mit 
der Kurve haben, d. h. den Punkt SSj, welcher Tangential- 
punkt zu SS ist. Hieraus folgt, daß auch die sechs Punkte 
58, ^, d, 5R, 58, SS auf einem Kegelschnitt liegen müssen, 
oder was dasselbe sagt, daß es einen zweiten Kegelschnitt 
durch ?ß, Q, ?ft giebt, welcher in 33 dreipunktig berührt, und 
einen dritten, welcher in S dreipunktig berührt, also: 

Bilden die Punkte 31, ^, E eine solche Gruppe 
von Punkten auf der C-^\ welche als die Projektionen 
dreier in gerader Linie liegenden Wendepunkte von 
einem Kurvenpunkte aus erscheinen, nnd legt man 
durch 31 einen dreipunktig berührenden Kegelschnitt, 
welcher außerdem in ^, Q, SR der C^ begegnet, dann 
gieht es durch $, O, SR noch einen zweiten Kegel- 
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schnitt, welcher in S, und einen dritten, welcher in 
S die Kurve dreipunktig berührt. 

"Wir können jetzt die Frage unikehren und durch drei 
gegebene Punkte ^, D, ?ft einen solchen Kegelschnitt zu legen 
versuchen, welcher außerdem die C<^' noch in einem andern 
Punkte dreipunktig berührt. Hätten wir einen solchen 
Punkt 31 gefunden, welcher die Eigenschaft besäße, daß ein 
durch ?ß, D, 91 gelegter Kegelschnitt in 21 die Kurve drei- 
punktig berührte, so könnten wir aus % noch andere Punkte 
von gleicher Beschaffenheit ermitteln; denn wäre SS ein ge- 
suchter zweiter Punkt von derselben Beschaffenheit, so müßte 
wegen des Kegelschnitts [^Cl?ß^9(?i] zu dem Kegelschnitt- 
büscbel mit den Grundpunkten [?(^0Sfl91] der Gegenpunkt 
31, der Tangentialpunkt zu 31 sein, und ebenso zu dem Kegel- 
schnittbüschel mit den vier Grundpunkten [5|JD3ltSB] der 
Gegenpunkt 58i der Tangentialpunkt zu S sein. Legt man 
aber den beiden Büscheln angehörigen Kegelschnitt durch 
die fünf Punkte $, D, 9t, 31, 3J, welcher noch in einem 
sechsten Punkte K der Kurve begegnet, so müßte | Sß® | 
durch 3li und | 31E j durch 5B^ geben. Hieraus folgt aber, 
wenn S, der Tangentialpunkt zu <S ist, daß auch ©j auf 
I 3133 I liegen muß; denn aas den vier Geraden 

iSSe^lJ, 1213121,:, IStSfflJ, 1SS5S58J 
folgt, wenn wir die beiden zusammenstellen 
I ?I Sil 2( I 



d, h. wenn S, der Tangentialpunkt zu © ist, so muß ©, auf 
|2tS8t liegen. Die drei Punkte 21, S,© besitzen also die 
Eigenschaft, dafJ der Tangentialpunkt eines jeden von ihnen 
auf der Verbindungslinie der beiden übrigen liegt; sie bil- 
den daher eine solche Gruppe, welche als Projektionen 
dreier in gerader Linie liegenden Wendepunkte von einem 
Kurvenpunkte aus erscheinen. Da nun 3t die Eigenschaft 
besitzt, daß ein durch ^, 0, ?R gehender Kegelschnitt die 
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Kurve in 9£ dreipunktig berührt, so müssen nach dem 
vorigen Satze auch 58 und S die gleiche Eigenschaft be- 
sitzen. 

Die vorgelegte Frage läuft jetzt also darauf hinaus, wie 
viele solcher Paare von Punkten 58 und S es giebt, die mit 
21 zusammen eine Gruppe 21S® von der angegebenen Eigen- 
schaft bilden. Diese Frage beantwortet aber die Tabelle 
in 6,, denn sie zeigt, daß es mit dem gemeinsamen Punkt 
91J vier solche Gruppen giebt 

mithin im Ganzen neun solcher Punkte, wir sehließen also: 
Durch drei -willkürlich zu wählende Punkte ^, 
D, 9t einer C^' giebt es im allgemeinen neun Kegel- 
schnitte, welche die C'^' außerdem noch in Je einem 
Punkte dreipunktig berühren. Die neun Berührungs- 
punkte dieser Kegelschnitte erseheinen als die Pro- 
jektionen der neun Wendepunkte der C'*' von einem 
gewissen Kurvenpnnkte ^. aus, und es giebt neun 
solcher Kurvenpunkte, welche dieselben neun Be- 
rührungspunkte liefern. Durch einen dieser Berüh- 
rungspunkte sind die übrigen acht vollständig be- 
stimmt. 

(Da von den neun Wendepunkten drei reell und sechs 
imaginär sind, so sind auch von den neun Kegelschnitten 
drei reell und sechs imaginär.) 

Da wir oben gesehen haben, dass die drei gegebenen 
Punkte ^, Q, Sf allemal mit den drei Punkten ^, S, S einer 
Gruppe auf einem Kegelschnitte liegen, und da sich die 
neun Berührungspunkte 31* in zwölf solcher Gruppen, ent- 
sprechend den zwölf Wendepunktslinien ordnen lassen (ebenso 
wie oben 5, die neun Punkte ^j), so folgt: 

Die neun Berührungspunkte der vorigen neun 
Kegelschnitte liegen v.u je dreien mit den gegebenen 
Punkten ^, D, 9t auf zwölf Kegelschnitten, und 
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diese gruppieren sich a.uf vier verscliiedene Arten 
zu je drei Kegelsciinitten, welche -/usammeu alle 
neun Berührungspunkte enthalten. 

Dies entspricht den Tier Wendepunktsdreiseiten, deren 
jedes alle neun Wendepunkte enthält; auch zeigt sich, -weil 
von den zwölf Wendepunktslinien vier reell und acht ima- 
ginär sind, daß von den letzten zwölf Kegelschnitten vier 
reell und acht imaginär sein werden. 

Ist 91 der Berührungspunkt eines durch ^Q9t gehenden 
und in 91 dreipunktig berührenden Kegelschnitts, so müssen 
oifenbar die drei Geraden 1 9t5ß :, I StO |, | 5l3t | die Ct=> in 
drei neuen Punkten treffen, welche auf einer Geraden liegen, 
weil die sechs Punlde ^, O, ?ft, 91, SI, 91 auf einem Kegel- 
schnitt sich befinden. Die vorliegende Aufgabe laßt sich 
also auch so fassen: 

„Drei auf der C'»' gegebene Punkte ^, O, St von 
einem gesuchten Punkte der Kurve aus so auf die- 
selbe zu projicieren, daß die drei erhaltenen Punkte 
auf einer Geraden liegen." 

Diese Aufgabe hat also die neun Losungen 91;, welche 
wir vorhin ermittelt haben. 

8. Wenn wir von den neun Lösungen 91' des Problems 
drei solche herausnehmen, welche eine Gruppe 91S5I5 bilden, 
d. h. als die drei Projektionen dreier in gerader Linie lie- 
genden Wendepunkte von einem Kurvenpunkte aus erschei- 
nen, so liegen, wie wir gesehen haben, die sechs Punkte 
^, D, 3t, 9t, 33, 'S auf einem Kegelschnitt. Da das Kegel- 
schnittböschel [9193®^] zum Gegenpunkt den dritten Schnitt- 
pimkt von | 0,9t | mit der 0*^' hat, welcher ?ßi genannt 
werde, so muß auch, wenn wir durch ^j eine beliebige 
andere Gerade |^, D^Stil ziehen, ein Kegelschnitt des Bü- 
schels durch D| und 8t, gehen; also die sechs Punlete 

9(, », S, ^, C„ 3t, 
müssen auf einem Kegelschnitt liegen. 

Hieraus folgt wieder, daß das Kegelschnittbüsehel 
|^D|9ti9t] zum Gegenpunkt den dritten Schnittpunkt von 
1 58® I mit der Kurve haben muß. Dieser dritte Schnitt- 
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VerliesseruBgei!. 

Das Wort „nocli'' ist zu streioken. 

Statt nStahlenpaar" lieg „Stcableiipaar". 

Statt „X-e," lies jj,. 

Das Wort „schnitte* ist 7.a streicbeu. 

Statt Si lies %'. 

Statt 3 lies j. 

Statt %, liea %. 

Statt Bi" liea B^'\ 

Die Silbe ^un-" ist zu streichen. 

Statt SB lies 58. 

Statt „posititiv" lies „positiv",- 

Statt o, lies a. 

Hinter „voellen" ergänae ^unetidlleh entferntsn 

Statt lies — -) — . 

Statt „entprictt" lies „entapncht". 



Statt 0(3) lies 7i"(S). 
Statt „eine" liea „eii 
Statt ipm-i lies ißm 
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